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7 LGS, Matrizen, Determinanten

(direkte Fortsetzung des ersten Dokuments)

+ Lineare Abbildung f : V — W zwischen Vektorraumen, falls:
FE+Y=F@+f(G)und f(AX)=Af () VX, yeV,1eC

+ Durch Matrizen beschrieben — in den Spalten stehen die Bilder der Basis-
vektoren von V unter f, entwickelt nach der Basis von W

- orthogonale Matrizen (n x n-Matrix mit AT = A~1):
> Jede Zeile/Spalte ist auf 1 normiert
Je zwei Zeilen/Spalten senkrecht aufeinander (Skalarprodukt = 0)
detA =+1
Bilden Gruppe O(n)

A, €S0(3): 3 x 3 mit det A = +1: reine Drehungen der Koordina-
tensysteme (Abstéande, Winkel, Orientierung invariant)

>
>
>
>

> A_ (detA = —1): drehung + Ursprung-Punktspiegelung (Inversion)
Immer schreibbarals A_ = A, -PmitP = (:(31 21 _31) L Paritdtsmatrix”
> P tranformiert Rechts- — Linkssystem

« Skalar: unter orthogonalen Tranformationen invariant

+ Vektor U 3-komponentiges Objekt, transformieren mit den Koordinaten

+ Tensor n-ter Stufe ist Objekt mit 7 Indizes, jeder transformiert mit den Ko-
ordinaten

+ Pseudoskalar ander sich nicht bei reinen Drehungen, @ndert Vorzeichen
bei A _-Trafo

+ Pseudovektor (Axialvektor) @ (Vektor mit Faktor det), &ndert Vorzeichen
bei Spiegelung nicht

- Pseudotensor: Jeder Index tranformiert mit, dazu Faktor det

- LGS A% = b mit det A #0, b # 0 genau 1Lsg.

_ —_ NN _

det(Al, v A1 by Avr, o Ay
detA

+ Cramersche Regel: x; = fur LGS-Lsg. s.o.

- detA=0,b # 0: keine oder co Lsg.,
detA=0,b=0:00 Lsg.,
detA #0,b = 0: nur triviale Lsg.
8 Folgen und Reihen

8.1 Folgen

* (a,) beschrankt: IM e R, M >0:VneN:|a,| <M

+ nach oben/unten beschranktin R: a,, < M bzw.a, = M

* monoton inR: (a,) /:© Vn:a, < a1 bzw. andersrum, oder streng <
+ Teilfolge von (a,): (@, ) mit (nz) /streng

+ ¢ € R Haufungspunkt von (a,): Ve > 0: |a, — c| <€ fir co-viele n

* Uneigentlicher HP: 00 wenn nicht beschrankt

+ Satz von Bolzano-WeierstraB3: Jede reelle Folge hat min. einen eigentli-
chen oder uneigentlichen HP.

+ Limes superior/inferior: limsup (a,) = E(a n) bzw.
liminf(a,)=lim(a,) groRter/kleinster HP

* (a,) konvergent, wenn beschrankt und genau 1 HP, Grenzwert lim (a,)
Ve>0:3IN(€)€N:Vn = N(e):la, —lim(a,)l <e A

+ bestimmt divergent: nicht beschrankt und +oo einziger HP

*(an) /

* (an) konvergent = jede Teilfolge konvergent, gleicher lim

und nach oben beschrankt = konvergent

+ nicht-beschrankt oder mehrere HP = nicht konvergent

+ es gibt immer eine Teilfolge, die gegen einen HP konvergiert/best. divg.
* (an),(by) konvergent: a, + by, @nby, 3=, layl, (an)*, /a, konvergent

c (ap),(bp)mitVn:a, <b, odera, <b, = lim a, < lim b,
n—oo n—oo

- ,Sandwich-Lemma“: Sei lim a, = lim b, =: g,
n—oo n—oo
Vn:ap,<c,<b,=>limc,=g
n—oo
+ Sei (a,) folge positiver Zahlen. Dann gilt:

Py SRR T : : Qi1
> liminf ™ <liminf /a, <limsup {/a Shmsupw

Qn+1
a, '

> Existiert lim so existiert auch lim {/a,, (gleich!)
n—oo n—oo

8.3 Reihen
. n o0
* Folge der Partialsummen, lim Y a; =: Y a
n—oop_1 k=1

+ Konvergiert 220:1 |a|: absolut konvergent = normale Konvergenz

+ Cauchy-Produkt: Seien a = Y37 ag, b = Y37 ) by absolut konvergent.
Dann gelten:

> Produktreihe ¥_7° o Z;‘;O arb; konvergent gegena - b.

> ab=Y% Y* jaibr
+ In absolut konv. Reihen darf man Summanden umordnen (sonsti.A. nicht!)

c Y ek klim aj, = 0 bzw. keine Nullfolge = Y"*° nicht konvergent
—00

« Leibnizkriterium: (a,) reelle, nicht-negative, monoton fallende Nullfolge
= ):Z"zo (-1 ay, konvergent

+ Majorantenkriterium: Sei Z;’:’:O cp konvergente Reihe, (@) Folge mit
larl < cp Yk. = }57 ) konvergiert absolut.

+ Minorantenkriterium: Seien (cy), (az) Folgen mit 0 < ¢, < aj, Vk. Ist
2o cr divergent, so ist auch 37°  ay, divergent.

+ Wurzelkriterium: Sei Y72 ) a,,. limsup V/la,| < 1 = Reihe absolut kon-
vergent, limsup > 1 = divergent, limsup = 1: keine Aussage

* Quotientenkriterium: Sei }_>° 1 a,.

el ) < 1 = Reihe absolut konvergent, liminf/| 2L

o >1=di-

limsup

vergent, liminf<1 <limsup = keine Aussage

8.4 Potenzreihen
[ee]
« Reihender Form p(z)= Y ar(z —zo)k, ap,z,20€C
k=0

+ Fir z = zg = 0 konvergiert p (z) immer.

« Konvergiert p in einem festen z = A € C \ {0}, dann konvergiert die Po-
tenzreihe fir alle z € C mit |z — zg| < |A].

- Divergiert p in z = B, dann divergiert p fiir alle z € C mit |z —z¢| > |B|.

+ r:=sup {z | ZZ":O akzk konvergent in z}: Konvergenzradius
Berechnung: Sei a := limsup ¥/[a|
oredl omitre 0 fallsa=00

T " loo fallsa=0 -

Qh+1
ap

Sind alle ar, # 0 und konvergiert a;_:: r= klim
—00

+ {z € C| |z| < r}: Konvergenzkreis.
« r =0 = Reihe konvergiert nurin z = 0 mit p (0) = ag.

c0<r<oo: ZZ"ZO akzk fur |z| < r absolut konvergent, |z| > r: divergent,
Rand muss einzeln untersucht werden.

+ Falls r = 0o, konvergiert ZZ"ZO akzk absolut Vz € C.

+ Cauchy-Produkt + Potenzreihe = Funktionalgleichung der e-Funktion

9 Stetigkeit, elementare Funktionen

« f:IN{A} - Rmit] Interval, A el
lingf(x) =B:o V(x,)cI\{A} mit (x,)
prane

n—oo n—oo

« f heilt stetig in A, falls V (x,) < I mit lim x, = A : f(x,) miN f )
n—oo
also falls lirrgf(x) =G € R (ohne +00) existiert und G = f (A) ist
Py

- f ist unstetig in A, falls:
> fin A nicht definiert

> lin}‘f(x) nicht existiert
> xlir,il—f(x) # xli%f(x)
> ;i_r&f(x);éf(A)

+ Seien f, g in x¢ € I stetigund A € R. Dann sind in x stetig: f + g, Af und
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 exp”

+ f,ginx diffbar = f - g, g,

cfiI-d, g

« Nullstelle n-ter Ordnung: f (x0) = ' (x¢) = -+
- Asymptote: Unendlichkeit (Polstellen/Grenzwerte)
+ L'Hospital: Seien f,g:1 =

+ Mittelwertsatz der

Ag. f- g, g falls g (xo) Z0, |f1, f* mit n € N fest, £ 1 falls f injektiv

- f € C%a,b] stetig in allen x € [a,b] und f(a)- f(b) < 0. = Jxy mit

a<xg<bundf(xg)=0
= Zwischenwertsatz (nimmt alle Werte zwischen f (a) und f (b) mal an)

* Monotonie: wachsend, wenn x1 > xe = f(x1) = [ (x2),

fallend x1 > x9 = f(x1) < f (x2) (analog <,> fir streng)

« f : 1\ {xo} — R stetige Funktion. Falls lim f (x) existiert, lasst sich [
xX—Xo

stetig fortsetzen durch Setzen des lim als f (xg).

« Elementare Funktionsidentitdten sind der dedizierten Formelsammlung der

Vorlesung zu entnehmen.

! =1In,a* = e*"% log, (x) = log, (b) - log;, (x)

Differentialrechnung
© fl(x0):= df(x)lx - ;:}l?w

« Tangente in xo: y = f (x0) + [ (x0) (x — x0)
« fin xg diffoar = f in x¢ stetig (Umkehrung gilt i.A. nicht!)

falls g (x0) # 0, in x¢ diffbar, mit

> (f8) (x0) = [ (x0) g (x0) + f (x0) &' (x0) (Produktregel)
£Y (o y = £lx)gleo)—f (x0)g  (xo)

> (E) (x0) = @)’

:J — R Funktionen, f in xo und g in f (x¢) diffbar.

= (gof) (x0) =g (f (x0))- [ (x0) (Kettenregel)

(Quotientenregel)

« Umkehrfunktion: f : I — I’ bijektiv und stetig, in xq diffbar mit £/ (xg) # 0.

= f71in yo:= £ (x0) € I' diffbar mit (£ ™) (40) = 775 Lto=F 1030

- Leibnizformel fiir Differentiation: (£ g)"™ (x¢) = Yro (Z)f(k)g("‘k) (x0)
- stetig diffbar wenn f' stetig, man schreibt f € C1(I)

- feCt") o fWstetigaugl, feC®U)e feC’VneN

+ Kurvendiskussion: Monotonie, Extrema, WPe, Nullstellen, Asymptoten

+ Monotonie: Vorzeichen von f'

+ zu Extrema: Ist erst f(”) # 0: n ungerade = kein Extrema, sonst Extrema
+ zu WPe: Wie Extrema, aber gerade < ungerade getauscht

=D (x9)=0

[a,b] — R diffbare Funktion, g’ (x) #OVx € I

'@ _. [ e RU{+o00).

und 3 hm 7o =

> g

,,0 Self(x)-——»O g———»O :>E|hm

f(x) =L.

—b~
Self(x)————»oo g————»oo :>Eihm )

> oQ u,

i)

> Analog fiir x — a*. a = —oo, b = +00 auch zugelassen.

> ,0-00" Sei f(x)ﬂ» 0,82 .
=@ g@=4(5)=4 (2.

> ,00—00" Seif(x)—ioo gioo.

=>fx)-gx)=

f
(9

x—b~

> ,00% Sei £ (x) 2225 0, g =2 0.
= F(x)8® = 8@ Inf®) (0. (—00))

> 000 Self(x)—b>oo gﬂ»O

= f(x)g(x) — eg(x) In f(x) ( 0-00 )

> ,1%" Sei f (x) —— 1 g 0.
= f(x)g(x) — eg(x) lnf(x) (,00-0")

Differentialrechnung: f,g seien auf [a,b]
stetige Funktionen und auf J]a,b[ diffbar. Dann 3¢ € Ja,b[
(f(b)-f(a))g' (&) =(g(b)—g(a)f (&) (vgl. Sekantensteigung).

+ Taylorpolynom T, (f, %) (x) := X _o 7 [ ® (x0) (x — x0)"
+ Satz von Taylor: Sei f :[a,b] — R, f € C"([a,b]), x,x¢ € [a,b], x # xg.

Dann 3¢ € [x,x0]: f (x) = T 1 (f,20) () + 5 [ () (2 = x0)"

* Taylorreihe: f € C*°(Ja, b[), x, %0 € la, b[.

T (f,x0)(x) = lim Ty (f,20) () = 252 75 ¥ (o) (x = x0)*

« Taylorreihe konvergiert, wenn Restglied (S.v.Taylor, hinter 7',) — 0 geht.
« Innerhalb des Konvergenzkreises: T'(f,x¢) — f (x).
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- Die Potenzreihendarstellung jeder Funktion ist eindeutig.

s flx)=
. f(])

e (x— xo)k ist fir |x — x| < r beliebig oft diffbar.

()ak(x x0)* 7 fiir j € No, |x — x| <7

. Potenzrelhe, Taylorrelhe diirfen innerhalb r gliedweise differenz. werden

Integration

* Riemann-Summe (Approx. Summe unter Graph): A, =Y/ | Ax- f (xg)

A=limA,= limA,=: fPdx f(x) (gerichtete Fliche)
—00 x—

- Stammfunktion F'(x) von f : I — R (stetig), wenn F' diffbar auf I und

F'(x) = f (x) Vx € I. Uneindeutig um F (x) + ¢ mit ¢ = const. € R bel.

+ Hauptsatz der Integralrechnung: fab dx f (x) = F(x)lg =F(®b)-F(a)
fPdx f@)=— [ dx f(x)
- frdx f(x):f:dxf(x)+fbcdxf(x)

« Integration ist linear (additiv, multiplikativ)

« Gerichtete Flache zwischen den Kurven von f und g: fab dx (f (x) — g (x))

* Substitution: fb dt f (¢ @) @' (). Wahle u := ¢~ () < t = (w), bilde

+ Partialbruchzerlegung: besonders fiir gebrochen-rationale f (x) =

Differentiale: $£ = ¢’ (1) & dt = du - @ (u), setze ein: f”(b)du f @)

(a)

Partielle Integration: f dx f'(x) g (x) = f () g (x)|® —f dx f(x) g’ (x)

P(x)
Q(x)

> Zahlergrad < Nennergrad, sonst Polynomdivision
P(x)

Q) —
ot

apx"++a1x+ag _
(x—apM (x—ag)*2 - (x—ctp)m

> @ (x) nur reelle Nullstellen:
Ay Ay + Akl B, By Lip,
— _ 2 _ k1 — - 2 - km
x—a;  (x-ag) (x—ay) x—az  (x—ag) (x—am)

Dann || - @ (x) und Koeffizientenvergleich (GLS I6sen)

> @ (x) reelle und komplexe Nullstellen:
P(x) _ a,x"+-+aix+ag
- > ! I
QW) T (x—ay)1 (x-ag)t2 (x4 pratqr ) L (a2 +paxtqs) 2
Dx-E; Dox+E, 1 x+E; Fix+Gq
AP (x4 piatqy)” (2+p1x+qr)?  AHP2xtas

Dann || - @ (x) und Koeffizientenvergleich (GLS I6sen)

_ A
T x—ap

+ Integrieren von Potenzreihen: diirfen innerhalb r gliedweise integriert wer-

- Differentiation von Integralen: Sei f (x)

den, gleicher Radius.

= [*D 4t h(t), h e CO, u,v diff-

u(x)

bar. Dann: £/ (x) = h (v (x))v' (x) — A (u(x)) v’ (x)

+ Mittelwertsatz der Integralrechnung: Seien £, g € C° ([, b]), f ohne Vor-

zeichenwechsel auf [a, b] (0 ist erlaubt).
Dann 3¢ € [a,b]: f} dx f (x)g () = g (&) f; da f (x)

+ Uneigentliche Integrale: f sei auf [a,b[ definiert und fir jedes § mit

a < f8 < b integrierbar iiber [a, B]. Dann: [ dx f (x) := ﬁlir})lﬁ fPax fx)

> Fall 1: Integrationsintervall beschrankt, Funktion in unbeschrankt
> Fall 2: Intervall unbeschrankt, Funktion beschrankt

> f,g seien integrierbar auf [a,] Vb mita = $<b,0 < f(x) <
g(x) Vx € [a,b], b kann auch +oo sein. Dann:

fab dx g (x) konvergent = fab dx f (x) (vgl. Majorante)
fab dx f (x) divergent = fab dx g (x) divergent (vgl. Minorante)

> Seif:[1,00[ — R*, f € CO([1,00]), f \\. Dann:
k§1f(k) {konvergent - ?odx f(x){konvergent
= 1

divergent divergent
> Seic€[a,b]lund f in ¢ divergent. (Integration iiber Polstelle) Dann:
fPdx f) = [Cdx fx)+ fb dx f (x) exist, falls:
hm fc “dx f(x)+ hm f .5 dx f (x) unabhangig voneinand. ex.

> Analog [ dx f (x) = hm faﬂdx f(x),
Bﬁoo
ff:odx fx)= Alilzl fA dx f(x)

B—+o0

(B und € bzw. A unabh. ex.)

. liné (fac*e dx f(x)+ fcb+e dx f(x)) oder analog die anderen (hier abhan-
—

gig existierend, statt unabh), heil’t dieser Cauchy’scher Hauptwert.
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Stimmt mit den unabh. Gberein, falls diese existieren.

« ()= 2 mita! =T (z+ 1) firze C

k) 7 (n—k)k!

« I'ist stetige Funktion definiert durch I'(z + 1) = 2" (2)

Esgilt: ['(2) = [y dx x*~ lo—x
I" hat keine Nullstellen und Polstellen bei 0,—1,-2,...

Gewohnliche Differentialgleichungen

- Gleichung mit Fkt. und ihrer Abl., héchste Abl. ¥ — DGL n-ter Ordnung
+ Lineare DGL 1. Ordnung: y' (x) + f (x) y (x) = g (x) (v, ' nurin 1. Potenz)

£ = 0: homogene DGL, g # 0: inhomogene DGL
Losung: y (x) = ce F@ 1+ e~ F@® [*qt g(£)eF® (¢ durch Anf.bed.)

« Bernoulli-DGL: y' (x) + f (x) y (x) = g (x) y* (x), « e R\ {1}

1
1-a

Lésung: y(x) = e F® (c(l —a)+(1-a)[“dt g(2) (eF(”]l_a)

« Trennung der Veridnderlichen (TdV): bei DGL y'(x) = f(x)g(y(x))

Lo fwg) e W —def () e * A5 [Fdt-f B+

Dann nach y auflésen. Nullstellen von g (x) gesondert untersuchen.

« Ahnlichkeits-DGL: y' (x) = f (%) Setze u (x) := %

© y'(x) = u(x) + xu' (x). Einsetzen: u' (x) = %(f(u) —u), dann TdV.

+ Lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

y"(x)+ay' (x)+by(x) = g(x) mita,b = const. € R
Lése zuerst das homogene Problem y" (x) +ay' (x) +by(x) =0
Ansatz: y (x) = e™ mit A2 + a A + b = 0 mit pg-Formel. Falle:

> (%)2 —b>0= A, beide reell = yhom (x) = cre™** + cget-*

mit c1, cg = const. € R aus Anfangsbedingungen

> (%)Z—b < 0 = A komplex = s = -% +i b—(%]2 =
yhom(x)=d1e"%xcos(\/b—(%)Zx)+dge‘%xsin( b—(%)Zx

> (%)2 — b =0 Zunéchst: finde l.u. Losung y = e~ 2%,
2. Lsg. durch Variation der Konstanten mit y (x) = ce 3¥
= Allgemeine LESUNG: Yhom (%) = j1e ™ 2% + jge 2%

> Variation der Konstanten: Ist fiir eine DGL die homogene L&sung
Yhom = C* e F@ mit ¢ = const. € R bekannt, ersetze ¢ mit einer
Funktion ¢ (x) und setze dann y (x) = c(x)e‘F(x) in die DGL ein. For-
me um und integriere die Gleichung, um aus ¢’ oder ¢” dann ¢ (x) zu

erhalten. = c¢(x) einsetzen in y (x) ergibt spezielle Losung der DGL.
Addiere dazu die homogene Losung = allgemeine Losung der DGL.

Dann: partikuldre Lésung finden.
> Ansatz vom Typ ,rechte Seite": Versuche yp (x) = ¢- g (x) in DGL ein-
zusetzen und zu einer Lsg. fiir Konstante ¢ umzuformen.
> Variation der Konstanten: yp (x) = & (x) ¥hom () in DGL einsetzen.
= lineare DGL 1. Ord. mit v (x) := u/ (x), dann &’ zu u (x) hochinteg.
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* 65(96):{

* Oc(x) —

Die Dirac'sche Deltafunktion

1 _e €
2% <3

€ €e>0
0 sonst

0 x7£0 ,,::6(x)" __cf;o&g(x)ZIV€>0

Definition: [0 dx 6 (x) f (x) = f (0) bzw. [ dx f (x)6 (x —a) = f (@)

Schwartzraum S (R): alle C*°-Funktionen, die samt aller ihrer Ableitungen
fir x — +oo schneller gegen 0 gehen as jede Potenz von 9—16

e—0 {+oo x=0

+ Temperierte Distribution: stetige lineare Abb. w : S(R) — C, ¢ — w [(p]

> Raum der temperierten Distributionen: S’ (R)

,f im Distributionssinn” meint ¢ — wy [¢] = [0 dx f (x) ¢ (x)
Die Funktion ¢ € S(R) heiRlt Testfunktion

>
>
>
> wy mity € S (R) heilt regulare Distribution

\4

Dirac'sche §-Distribution: ws [¢] = [ dx 6 (x) ¢ (x) = ¢(0)

« Translationen: (T, f)(x)=f (x—a) mita eR

= or, 1 [¢] =(To H[@] = [Zodx fx-a)p(x)
=[S dy FMe(y+a)=wr [T-4 @] (Substitution y = x —a)

- Lineare Variablensubstitution: (U4 f)(x) = f (A~1x) mit A € GL, (R)

Beiuns: f (A™lx)=f (%) mitAeR
= wy, 1 [9]=Ua Ne] = [dx f(§) @)
= % dy AIf (D @(Ay) = Al 0f [Ug-1 ] (Subst. y = )

+ Multiplikation: w.r [¢] = (g f)[¢]

= [Cdx g(x) f (X)) =wrlg-f]

- Ableitung: (Ox f)(x) = ' (x)

= wp (@] =0x f)[¢] = [Todx f/(x)@(x)
= F @ P %~ [, dx f ()¢ () = —wy [0 9]

c0(x)=8(-x)

S(ax)=£6(x)

lal

co(gx)N=Y; |g,(ﬁcﬂx — ;) mit x;: Nullstellen von g (x)

< 2 dxb(x—a)d(x—b)=5(a—b)
cdx—a)px)=6(x—a)p(a)=>x0(x)=6(x—-0)-0=0

[ dk e** =275 (x)

O (x)=6(x%)

C R dx f @) @)= ~f1(0), [ dx f(%)8" (x)=+f"(0)

+ Sei f integrierbar mit ffzo dx f(x)=1und fr,(x)=n-f(nx),neN*
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=>fa 272, §(x) im Distributionssinn

Eigenwerte und -vektoren

Nicht mehr klausurrelevant in diesem Semester.
= Ende der 2. Semesterhalfte.
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