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Dieser Kurs der Theoretischen Physik beschaftigt sich mit den grundlegenden
mathematischen Strukturen, u.a. bekannt aus der Analysis und (linearen) Algebra,
auf einem zur Physik zuganglichen Nivau,
mit Fokus auf das tatsachliche Rechnen und Arbeiten anstelle von Beweisen.

Einzig fur Lernzwecke und unabhéngig von der Universitét erstellt.

Diese Zusammenfassung eignet sich nur, wenn man die Themengebiete bereits verstanden und verinnerlicht hat.
Das Nutzen dieses Kompaktmerkzettels ersetzt keine Klausurvorbereitung.
Jeder hat eigene Schwiéchen. Es ist dringend empfohlen, eigene Kompaktmerkzettel fokussiert auf diese Schwéchen zu bauen.
Aus meiner zugehdrigen kompletten Zusammenfassung fehlende Elemente, die hier nicht auftauchen, sind niemals weniger relevant:

ich konnte sie mir nur merken und sie daher von diesem Kompaktmerkzettel auslassen!
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1 Wichtiges aus der Schulmathematik

+ Natiirliche Zahlen hierN={0, 1, 2, ...}
+ Q liegt dichtin R - jedes r € R beliebig genau rational anndherbar

- Potenzgesetze: Va,b,ceR: ... a®-b°=(a-b)’, a®+b¢= (%)C
* Binomialkoeffizient: firr « € R, £ € N: (%)= xla— 1)(01 22:),) (: *k-D) _ k'
Spezialfalle:

> VYaeR:(5)=1

>0=1 > ( )=1

> Fira=neN,nzk: (})= Wﬂk)l

> Firk,neN, n<k: (;)=0 (Faktor 0im Zahler)

> FirneN: () =n, ()=1, (,%)=n (;)=("4)

> Firk,neN: (})+(,7,) = (Zﬁ] (vgl. Pascal'sches Dreieck)

n
+ Binomische Summe: (a + )" = ¥ (})a™ bk

* GauB'sche Summenformel: Y7 & = %

1_xn+1

+ Geometrische Summe: Y'7_ x* = 122

C0 = 2 - 2
« p-q-Formel: 0 =x“+px+q < x——%i (%] —q

+ Parabel: y = agxz +ai1x+ag

> |ag| > 1: steiler als Normalp. > Fir Diskriminante in p-g-
Formel = 0: eine Nullstelle

> Diskr. < 0: keine Nullstelle

> |ag| < 1: flacher als Normalp.

- Kreisgleichung: Kreis mit Radius R um den Ursprung: 22 + y2 =R
> Winkel ¢ € [0, 27)

> cosp=%, sing=%

- Trigonometrische Quadrate: cos® ¢ + sin? ¢ = 1 (< Einheitskreis)
+ Trigonometrische Additionstheoreme:

> sin (@1 + @2) = sing; cos g + cos @1 sin @y

> cos (g1 +¢2) = cos 1 cos s — singq singsy

> sin(2¢) =2singcosp, cos(2¢)=2cos?p -1

sing _ Gegenkathete

. Tange“33 tan(p = cosqp  Ankathete

« Additionstheroem fiir den Tangens: tan (¢1 + ¢2) = %
+ Tangens divergiert bei & - § (V € Z mit k& ungerade).
+ Periode: Sinus und Kosinus sind periodisch mit 27, Tangens mit 7.

+ Symmetrie: Sinus und Tangens sind ungerade Funktionen (punktsymme-
trisch zum Ursprung): sin (—¢) = —sin¢, tan(-¢)=—tang,
Kosinus ist gerade Funktion (achsensym. z. y-Achse): cos (—¢) = cos ¢

+ Wertetabelle (BogenmaB) auch verwendbar fiir arcsin, arccos, arctan:

o [0 g [ F[F |5 [»[F |2n
sing |0 3| S| 9|1 0] -1
cosp | 1| P[] 1] 0 [-1]0
tang | 0 \/Lg 1 |vV38| 40| 0 [ 200 | O

3 Funktionen, Abbildungen

cFurA:X-Y:

> A injektiv... o Vx1,x0 € X :x1 # x9 > A(x1) # A (x2)

> A bijektiv...© GLSA(x)=y VyeY eindeutig losbar

- (fog)(x) = f (g (x)), assoziativ, nicht komm. (fog) l=g lof!
+ Bernoulli-Ungleichung: Firx e R, x =1, n e Ngilt: 1+ x)" =1+ nx

5 Komplexe Zahlen

+ Addition komponentenweise, Multiplikation per Distributivgesetz [ergibt
(x +1iy)(u +1iv) = (xu — yv) +i(xv + yu)] sind kommut., assoz., distr.

« Firz=x+iy € Cistz =z* = x —1iy die komplex konjugierte Zahl zu z.
* Re(z)= 2%, Im(2) = &2

+ Der Betrag |z| = \/m ist der Abstand zur 0. Es gilt |z|? = zZ.

+ Esgilt Izl2 |zz| aber i.A. |z|2 #22.

+ Das Argument ¢ = arg(z) € [0, 27) ist der Winkel zur positiven x-Achse.
= x =|z|cosp, y=|z|sin¢p

Polardarstellung: z = (cos@ +i-sing) mitr=|z|, p =argz

lz-wl|=lz|-lwl, arg(z-w)=argz+argw

Formel von Moivre: (cos ¢ +i-sin¢g)” = cos (n¢) +i-sin (n¢)
= 2" = 2| - (cos (ng) +i-sin (ng))

T 1_ 1 _ 2 _z _ _i.
Division/mulitplikatives Inverses: < = Ty D RP 24P g

>wtz=w+z > (1)=4
o z (2)
>w-z=w-z z
@ > |z| =z

w) — Ww .

> (5)=% > l=—i

+ Jedes Polynom n-ten Grades hat in C genau n Nullstellen (kdnnen zusam-
menfallen) und I&sst sich damit faktorisieren (Fundamentalsatz d. Algebra).

+ p-q-Formel gilt fir quadratische Gleichungen.
- Firz" = amitarga = agilt:z;, = ¥/lal [cos (£ + Zk”) +i-sin (2 %Tﬂ)]
6 Vektorrechnung in R”

1 wenni=j
0 wenni#j
> §;; =06;; (symmetrisch)

+ Kronecker-Symbol §;; ={

1 fallsijk =123, 231 oder 312

+ Levi-Civita-Tensor ¢€;j, = —1 falls ijk =132, 213 oder 321
0 sonst
> €;jp = —€jip = —€gj; = —€ip; (vollst. antisymmetrisch)

« Standard-Skalarprodukt in R”: a-b:= X1 aib;=lal )3| cos<I(d, 3)

-d=lal%cos0=lal?(nR) | (a+6).a=a.a+8-a
6-5=0?6J_Ab R > Dreiecksungleichung:
falls@ #0und b #0 |ﬁ+g‘5|a|+‘g|

a-b| <lal[3| R .
> |b‘ =1= a-b = gerichtete
Lange der orthogonalen Pro-
jektion von b in Richtung @
=(5'5)i”@ >cla(#0)ec-a=0
>a-b= ZabL—Z6Uab
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> (a@)- b= a(a b

a konjugieren in C

v
=
5
=)
=

@i, J Iaufen von 1 bIS 3)

+ Kreuzprodukt (nur!) fur a,B € R3:

N ai bl a2b3 —a3b2
axb= (ag) X (bz) = (a3b1 —a1b3) (immer die nicht-Zeilenindizes)

ag) \b3) \aiba—asb;
> [axB|=lal[p|sina(a,b) | > axb=0<<(a,b)=0oder
> a, b, @x b bilden in die- <I(a,b):ﬂfu‘r&;é0;éb
ser Reihenfolge ein Rechts- (also parallel oder antiparallel)
system (Rechte-Hand-Regel). Insbesondere: @ x @ =0

> ‘6x3) = Flache des von 6,3 > 6x3:—3xa(antisym.!)
aufgesp. Parallelogramms =2 o2 2
gesp 9 jaxd| =a’|p| (a3

>aLBo‘axB|=|m|B( . L
> @, blin.abh. ©axb=

. (d x 3) = Y €;jrajbr  (i-te Komponente) (Antisym. von x — As.v.€)
A

- Spatprodukt (nur!) fiir 6,1;,6 € R3 ist (6 x B) -C

> Falls @, B, ¢ Rechtssystem: (6 xb|- (3 X 6) -a =
Spatprodukt = Volumen des N
aufgespannten Parallelflachs x@)-b (-, x vertauschbar)
> Spatp. >0 <@, b, ¢ Rsys. > @, b, ¢ lin. abh. < Spatp. =0

-(ﬁxa)~ Z €ijra;bjcy

i J,



+ Einige Identitédten bzgl. €:

« Winkel zwischen Vektoren: <((U, W) = arccos =2

_Z_€ijk€ijm =26km

2 €ijk€itm = 010km — 0 jmOki Z eukeuk =6
- .

i, J,

I“IIT

+ Gerade/Ebene von Parameterdarstellung auf Koordinatendarstellung, in-

dem man das LGS aus den Komponentenzeilen I9st.

+ Koeffizienten der Koordinatendarstellung — Normalenvektor 72.

Auch ausrechenbar mit 77 = 7 x s fiir die beiden Richtungsvektoren 7,s.

+ Normal(en)form: [X —Xp]-72 =0 mit Xy Ortsvektor eines Punktes

Ist 72 = izg mit |77,| = 1 (auf 1 normiert): Hesse-Normalform
> Hesse-NF fiir Abstansberechnung D (3) = |[¥ — Xp] - 72¢|

+ Schnittpunkt/-gerade: Einsetzen der Parameterzeilen des einen Objekts in

die Koordinatendarstellung des anderen Objektes, 16se auf nach X

+ Alle Linearkombinationen L(X7,...,%,) = {v U= 'Z A%, A € R} fur

x; € V (Vektorraum), es gilt L € V und L selbst Vektorraum

. {bl,...,bn} Basis von V, falls alle lin. unabh. und L(bl,...,b_;) =V

> Basis immer gdw. dim V'-viele lin. unabh. Vektoren aus V'
> Jeder Vektor v lasst sich eindeutig als Lin.komb. von Basisvektoren

A1
aus B schreiben, die Koeff. heilRen Koordinaten [v]g = ( : )
An/ B

- Orthonormalbasis (ONB): jeder b; auf 1 normiert und alle zueinander

senkrecht ( )
> Koordinatenentwicklung bei ONB: X = Z?zl (x-e;)e;

7 LGS, Matrizen, Determinanten

+ homogen: rechte Seite des LGS = 6, sonst inhomogen

+ Transponierte: AT (Vertauschen Z./Sp.) mit (A™), ;

* Spur einer n x n-A: Summe der Diagonalen Sp(A) = Tr(A) =

> homogen: immer mindestens eine Losung (Triviallsg. X = 6)
= AJ,l
> A =AT heilit A ist symmetrisch

> A =—AT heilt A ist schief-/antisymmetrisch
Al i

+ Rang: max. Anzahl lin. unabh. Z. bzw. Sp.

> n xnundrangA = n = A reguldr, rang A < n = A singular

> reguldr = invertierbar (eindeutige A" mit AA™1 = A71A = 1,,,.,),
. . _[a b). 11 d -b
> FurA—(c d)' AT = (—c a)

> Falls A~!

= AT, heilt A orthogonal.

+ komplex konjug. Matrix A *: jeden Eintrag komplex konjugieren

- Adjungierte (Hermitesch-konjugierte) A" = (A*)

T _ (AT)*
> Gilt A = AT, dann heiRt A selbstadjungiert oder hermitesch.
> Falls A™1 = AT, heilt A unitar.

+ komponentenweise Addition A + B, Skalarmultiplikation 1A

Matrixmultiplikation A (m xn), B (n xp):(A-B); j =Y/ _, A; zBp,j Er-
gebnis ist m x p. Assoziativ, distributiv, aber i.A. nicht kommutativ.

> (AB)" =BTAT > (A7)
> (AB) '=B"14"1
> (AB)' =BfAt

> aber: (AB)* = A*B*

> Tr(AB)=Tr(BA)
LA:Tr(Ay--Ap)=Tr(Ag--

(A~
l>()A
> (A*)" =A
()A
(A~

ApA) >

> Spurist linear.

+ Jede n x n kann in symm. und antisymm. (bzgl. T) Anteil zerlegt werden:

A=Agm+Aanti MitAgm =3 (A+AT), Aui=3(A-AT)

+ Determinante det : C"*" — C  Soll folgende Eigenschaften haben:

> detl,x, =1

> linear in jeder Spalte:
det(si 53571 S+ S50 ] det (57 -+ 57) +det (53 7; 57
det(si 83 ---8§-1 AS; §51 - §n) =Adet(51 -+ §5)

> asymmetrisch unter Vertauschung:
det(s_i RN TRIRE- TS sﬁ):—det(s‘l TS TARRRN SRS 371)

Folgerungen und Eigenschaften:
> 5, =5;mitk#j=>det=0
det(1A) =A"detA
Addition von Vielfachem einer Spalte zu einer anderen: det gleich
detA =det (AT) = alle Regeln fiir Zeilen auch fiir Spalten!
A reguldr © detA #0 < JA™! bzw. A singuldr © detA =0
det(AB) = (detA)(detB)
det (A1) =(detA)~! wenn A~! existiert
b

vV vV V VYV

+ 2 x 2-Matrizen: det (‘Z d) =ad—-bc

+ 3 x 3-Matrizen: Sarrus-Regel (zuerst erste 2 Spalten nach r. kopieren):

« Permutation 7 : {1,...,

+ t +
ap1 ape apglell e
a1 02;2\?&2,3 agi__ a2
ag1 a3 @33|@31 3,2
det=+aj 10992033+

n} — {1,...,n} bijektiv
darstellbar durch Folge von Transpositionen (Vertauschen 2er Elemente)
sign 7w = +1 (+1 wenn gerade Anzahl Transpos. fiir 77, —1 w. ungerade)

Allgemeine Determinante fiir n x n-Matrix (n! Terme!):

detA= Y  sign(m)aiz0)@2n@ " nan)
alle n:{1,...,n}
. Determinanten Entwicklungssatz:
oder
detA = Z( 1Y+ a; D, = Z( 1Y**ay ;Dy, ;

J=1 J=1
mit D j, = det der Matrix mit geldschter j-ter Z. und &-ter Sp.

« Lineare Abbildung f : V — W zwischen Vektorraumen, falls:

und

fFE+N=Ff@+F®

FAR)=Af (&) VEyeV,1eC

Ende der ersten Stoffhélfte.
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