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6 Moduln

Moduln verallgemeinern die Vektorraumstruktur iber Ringe, statt tiber Korper.

6.1 Moduln

Definition 6.1.1: MobDUL / LINKSMODUL

Sei R ein Ring mit Eins. Eine Abelsche Gruppe (M,+) heitt R-Modul ['mo:dul] (nicht [mo’du:l]!)
(genauer: R-Linksmodul), falls eine Abbildung
RxM—M

(r, m)—r-m

gegeben ist, wobei Vr,se R, m,ne M :
M rm+n)=rm+rn
(2) r+sym=rm+sm
(3) (rs)ym=r(sm)
4) 1g-m=m

Ist M ein R-Modul, so heiflt eine Teilmenge T' < M ein Teilmodul, in Zeichen T' < M, falls:
T#9
* Vi, t0€T,a€R at;+t,€T

Ein Vektorraum ist also nichts anderes als ein Modul tiber einem Korper.

Ubung 6.1.01:

Teilmoduln von einem R-Modul M sind genau die Teilmengen T' < M, die unter Einschrankung von
Addition und Multiplikation wieder R-Moduln sind.

Beispiel 6.1.2: MODULN, DIE WIR KENNEN

(1) Jede Abelsche Gruppe (M, +) ist ein Z-Modul mit

a-mal

o
m+--+m fallsa >0
a-m:= OM fallsa =0

—(m+---+m) fallsa<0
[ —

a-mal

(2) SeiV ein K-Vektorraum fiir einen Kérper K und ¢ € Endg (V).
Dann wird V zu einem K [x]-Modul durch

p@)V=p(p)(V)eV VYpx)eK[x],VeV

Beweis:
Seien p(x),q(x)e K[x], V,W € V. Es gilt:

M p@-(V+W)=p(@)(V+W)=p (o)) +p(p)(V)=p((x)-V +p(x)-W
da ¢ und damit Kombinationen von ¢ in p linear sind.

2 P@+q@)-V=0@+(p)(V)=(p(p)+p(p)) (V)=p(0)(V)+q(p)(V)
per Definition von werteweiser Addition von Polynomen.

(3) Analog gilt das per Def. fiir (ebenfalls werteweise) Multiplikation in K [x].

(4) 1g-V=F(9)(V)=¢°(V)=idy, (V) =V, wobei f (x) = 1 =x° € K [x]
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Ubung 6.1.02:

Seien R und S Ringe, v : R — S ein Ringhomomorphismus und M ein S-Modul. Dann wird ein
R-Modul M zu einem S-Modul durch rm =y (r)m firre R, me M.

Erinnerung:
Ein Ringhomomorphismus ist eine Abbildung ¢ : R — S zwischen zwei Ringen (R, +5,z) und (S, +g,s),
wenn fir alle r1,r, € R gilt:

Qpri+pra)=@r)+se(re) und  @(rigre)=@(ry)-se(rs)

Bemerkung 6.1.3: MODULERZEUGNIS

Sei M ein R-Modul.
(1) Sei T eine Menge von Teilmoduln von M. Dann gilt:

NT=<M
TeT

(2) Sei X < M. Dann ist

Xy= (T
X<T=M
das Erzeugnis von X, d.h. der kleinste Teilmodul, der X enthalt.
(3) Esgilt fir X < M:

(X)z{m€M|EIk€INO, a €R*, veXk:a1v1+---+akvk=m}

Beweis:

Die Menge auf der rechten Seite, nenne sie X, ist ein R-Teilmodul von M. Es git X c X, da
R eine 1 besitzt. Also ist per Definition das Erzeugnis (X) < X. Aber andererseits ist X in
jedem Teilmodul von M enthalten, welcher X enthalt, da man in Teilmoduln die Elemente
von X natiirlich linearkombinieren kann. = X < (X) = X = (X) d

Gilt fir B < M, dass (B) = M, nennt man B auch Erzeugendensystem (EZS) von M.

Definition 6.1.4: MODULHOMOMORPHISMUS

Seien M,N zwei R-Moduln. Eine Abbildung ¢ : M — N heil}t R-Modulhomomorphismus, falls ¢
mit beiden Operationen vertraglich ist. D.h.:

p(rmi+my)=ro(m)+p(my) Vmi,mseM,s,reR
In diesem Fall heil3t die Faser tber 0 der Kern von ¢:

Kerng:=¢ '({0x}) = {m e M|¢p(m) =0y}
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Bemerkung 6.1.5:

Seien M,N zwei R-Modulnund ¢ : M — N ein R-Modulhomomorphismus.
(1) Die Komposition von R-Modulhomomorphismen ist ein R-Modulhomomorphismus.
(2) Kerng ist ein Teilmodul von M und Bild ¢ := {¢(m)|m € M} ein Teilmodul von N.
(3) ¢ istinjektiv < Kerng = {0}
@ ist surjektiv © Bildp =N

(4) Ist ¢ bijektiv (R-Modulisomorphismus), so ist die mengentheoretische Umkehrabbildung ¢
wieder ein R-Modulisomorphismus.

Insbesondere ist die Isomorphie von Moduln eine Aquivalenzrelation.
(5) R-Modulhomomorphismen von M in sich heiRen R-Modulendomorphismen.

Endg (M) = {¢ : M — M| ¢ R-Modulhomomorphismus}

heillt der Endomorphismenring des R-Moduls M. Es ist Endy (M) ein Ring und im Falle, dass
R kommutativ ist, sogar eine R-Algebra.

Beweis zu 6.1.5:
Analog zu K-Vektorraumhomomorphismen:
Seien M,N, P drei R-Moduln, ¢ : M — N, ¢ : N — P zwei R-Modulhomomorphismen.

(1) Seien m,,mqs€ M, r € R. Dann gilt durch die Linearitat von ¢ und y:
(Vo) (rmy+my) =y (p(rmi+my)) =y (ro(mi) +p(my) =r (Yo ) (mi)+(wop)(my)
= o g ist ein R-Modulhomomorphismus. |
(2) * ©(03) =@ (0g-03) =0g-@(0y) =05 = 0y € Kernp = Kerng # @
+ Seien k1,ks € Kerng, d.h. o (k1) = @(ks) =0y. 2> rp (k1) + @ (ke) =0y = rk;+ ks € Kerno.
= Kern ¢ ist ein R-Teilmodul von M. d

* Op ER. > (p(OR -0)=0x€ Blld(p
+ Seien y1,y; € Bild g, d.h. 3x;,x5 € M : o (x1) = y1, @ (x3) = ys.
=>@rx;+x)=re(x)+@Q)=ry,+y, =>ry;, +y, €Bildp
= Bild ¢ ist ein R-Teilmodul von N. O
(3) ,=" Sei ¢ injektiv. Natiirlich ist dann Kern¢ = ¢ ' ({0y5}) maximal einelementig, und da 0,, € Kern,
ist Kern g = {0y}

»<" Sei ¢ nicht injektiv, d.h. Am;,my € M : m; # may A p(my) = p(my). = Oy = @(my) — @(my) =
@p(mi—mg)unddam; # me = m;—ms # 0y, ist Kern g # {0y}. Also: Kern ¢ = {0/} = ¢ injektiv.

Und dass Bildp = N < ¢ surjektiv ist praktisch die Definition von Surjektiv. |
(4) Sei ¢ bijektiv,d.h. Jp™' : N - M mit o™ =idy und ¢ ' o =1idy. Seienn;,ny € N, re R.

= (P(’”(P_l(n1)+cp_1(n2)) =rny+n,
= P lop(ro () +9  (ny)) =@ ' (rng +ny)
= ’"(P_l(n1)+(ﬂ_1(n2)=(p_l(rn1+n2)

a

id,, ist ein Modulisomorphismus, also ist Isomorphie von Moduln reflexiv. Mit ¢! ist nach obigem
Beweis ein Isomorphismus gegeben, der die Isomorphie von Moduln symmetrisch macht. Und nach
(1) zusammen mit der Eigenschaft, dass Komposition bijektiver Abbildungen bijektiv ist, ist Isomorphie
transitiv, damit also eine Aquivalenzrelation. a

(5) Werteweise Addition und Multiplikation von Modulendomorphismen und Multiplikation mit Ringele-
menten ist durch die Linearitdt von Modulhomomorphismen abgeschlossen und durch Distributivge-
setze vertraglich.

O
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Bemerkung 6.1.A1: ALTERNATIVE DEFINITION VON R-MODULN

(1) Eine Abelsche Gruppe (M, +) heilt R-Modul, falls ein Ringhomomorphismus

(2) Ein Gruppenhomomorphismus ¢ : M — N zwischen zwei R-Moduln (d.h. Vm,m, € M :

oy : BR— End(M)

gegeben ist, fiir den py, (1) = idy, gilt, wobei End (M) mit bildweiser Addition als Ringaddition
und Komposition als Ringmultiplikation aufgefasst wird (und damit 1,40, = idy).

@(my+yms) = @(my)+y@(m,)) gegeben mit den Ringhomomorphismen pj, und py heildt
R-Modulhomomorphismus, falls gilt: o py (r) = py(r)o@ VreR

Beweis:

Diese Definitionen sind dquivalent zu den oben zuerst erwdhnten Definitionen.

M ,=>"

(2) ="

Sei M ein R-Modul nach der urspriinglichen Definition 6.1.1.
Konstruiere p,, durch:

oy : R— End(M)

r—(m—rm)
Es gilt fir r,s € R:
pu(r+s)=(m—(r+sym)=(m—rm+sm)=(m—rm)+(m—sm)=py(r)+py(s)
nach dem zweiten Modulaxiom und
pu(rs)=(m— (rs)m)=(m—r(sm))=(m—rm)o(m— sm) = py(r)o py(s)

nach dem dritten Modulaxiom. Somit ist p; ein Ringhomomorphismus.
Nach dem letzten Modulaxiom gilt py; (1z) = (m — 1pm) = (m — m) =idy,.

: Sei M ein R-Modul mit p;; nach der neuen Definition.

Definiere die Modulmultiplikation durch:

-:RxM—M

(r, m)—py(r)(m)

Danngiltfirr,se R, m,ne M:
e r(m+n)=py(r)m+n)=py(r)m)+py(r)(n)=rm+rn,
da py () € End (M) und damit linear.
e (r+sym=py(r+s)(m)=py(ry(m)+py(s)(m)=rm+sm

und (rs)m = pp(rs)(m) = py (r)(m)o py (s)(m) =r(sm),
da pj; Ringhomomorphismus.

o 1gm=py(1g)(m)=idy(m)=m
a

Sei@ : M — N ein R-Modulhomomorphismus nach der urspriinglichen Definition 6.1.4, und pys, px
die Ringhomomorphismen definiert wie im Beweis von (1) ,=".

Betrachte flir re R:

(popu(r)=go(m—rm)=(m—@@rm))=(m—rep@m))=(n—rn)op=py(r)op

: Sei@: M — N ein R-Modulhomomorphismus nach der neuen Definition. Sei die Modulmultiplika-

tion definiert wie im Beweis von (1) ,<".
Danngilt firre R, my,my, € M:

Prmi+my)=@(rm)+@(msz) =@ (pu () (M) + 9 (ms) = (9o pu () (m1) + @ (M)
= (px (P) o @) (m1) + @ (m3) = py () (9 (m1)) + @ (my) = r(my) + p(my)
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Ein wichtiger Struktursatz fiir Vektorraume war der Steinitz'sche Austauschsatz, der uns vielfaltige Moglichkei-
ten eroffnete, Basen zu konstruieren. Dieser ist fiir allgemeine R-Moduln falsch. (Denn Inverse im Korper sind
im Beweis von Steinitz wichtig.)

Beispiel 6.1.6: GEGENBEISPIEL ZU STEINITZ IN MODULN:

Sei R := Z und M := Z3**. Dann wird M durch Einschrinken der Q-Vektorraumstruktur von Q>*! zu
einem Z-Modul.
Jedes Element von M ist eine eindeutige Z-Linearkombination aus der Standardbasis:

E = (e17827e3)

Jedoch ist (e, eq,2e3) eine Z-linear unabhéngige Teilmenge von M, aber keine Basis mehr, da sie
kein Erzeugendensystem mehr ist:

21
(e1,e9,2e3) = 22
zZ3 [

Sei R ein kommutativer Ring und M, N seien R-Linksmoduln. Dann ist

0

23 gerade} SM, zB.M> (0) ¢ (e1,e9,2e3)
1

Ubung 1.2:

Homzp (M,N):={f :M — N|f ist R-Modulhomomorphismus}
ein R-Linksmodul mit werteweiser Addition und werteweiser Ringmultiplikation.

Beweis:
Homy (M,N) < N¥, somit vererben sich die Eigenschaften der additivien Abelschen Gruppe.
Ist diese Teilmenge abgeschlossen? Seien f,g € Homyp (M,N), r€e R, m,,my € M beliebig.

(f+8)(rmyi+my)=f(rmi+my)+g(rmy+my)
=rf(mp)+f(mg)+rgimy)+g(ms)
=r(f(m)+g(my))+f(ma)+g(my) =r(f +g)(my)+(f +g)(my)

= f+geHomg(M,N)

Seiennun f,g,h €e Homg (M,N), r,s € R beliebig. Per Definition gilt:
cr(f+g)=rf+rgeoVmeM :r(f(m)+g(m))=rf(m)+rg(m)
c(r+s)f=rf+sfeVmeM: (r+s)f(m)=rf(m)+sf(m)

s (rs)f =r(sf) o VmeM:(rs)f (m)=r(sf (m))
*Izxf=foVmeM:1gf(m)=f(m)

Dies sind alles Tautologien, da die rechte Seite der Aquivalenz im Modul und damit insbesondere

der Gruppe N trivialerweise gilt.

Zuletzt ist Homp (M, N) unter Ringmultiplikation abgeschlossen, denn:
Seien f e Homp (M,N), r,s € R, m,,m, € M beliebig.

(rf)(smyi+my)=rf(smy+my)
=r(sf(my)+f(my))
=rsf(my)+rf(my)=srf)(my)+rf(my)

=rf € Homp (M,N) O

Ubung 6.1.03:

Die Spalten der Matrix A € Z"*" bilden genau dann ein Erzeugendensystem des Z-Moduls Z"*!,
wenn A € GL,, (7).
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Bemerkung 6.1.7:

Sei R ein Ring.
(1) R kann als R-Modul aufgefasst werden, durchR xR — R, (r,s) — rs.
Beweis: Axiome von R direkt ibertragen.

Diesen Modul bezeichnen wir als den regularen R-Modul zR (; links wegen Linksmodul).
Seine Teilmoduln heiBen auch Linksideale. Dazu spéater noch mehr.

(2) Ist M ein R-Modul und m € M, dann gibt es genau einen R-Modulhomomorphismus
On:gR—M,1—-m = r— rm wegen Linearitat,da 1 ein EZS von 3R ist.

(3) Sind M und N zwei R-Moduln, so ist auch die direkte Summe M & N durch die R-Operation
r-(m,n)=(rm,rn) firmeM,neN

ein R-Modul.

(4) Ist A eine beliebige Menge, so ist R4 = {f : A — R} ein R-Modul mit werteweiser Addition
und Multiplikation. Im Fall A = n schreiben wir R* statt RZ.

Beweis zu 6.1.7:
(2) ¢, ist offensichtlich wohldefiniert und linear.

Sei v ein weiterer Modulhomomorphismus mit dieser Eigenschaft. Dann gilt:
v(r)y=y(r-1)=ry()=rm=¢,, (r),also muss v = . a
(3) Seienr,seR, my,mse M, ni,ny €N.
° r((ml,n1)+(m2,n2)) =r(mi+my, ny+ny)= (r(m1 +my), r(ng+ nz)) =(rmy+rmy, rny+rny) =
(rmy,rng) +(rmg,rng) =r(my,n,)+r(mg,ny)
+ Andere Distributivgesetze analog, folgt alles aus den Modulaxiomen, die fiir M und N gelten.

* 1g(my,n1)=Amy, 1ny) =(mq,n4)

(4) Seienr,seR, f,g:A — R. Sei x € A beliebig.
c(r(f+r)@=r(f+o)x)=rfx)+rgx) =)+ Tg)x)=>r(f+g)=rf+rg
c(r+8))x)=(r+s)f(x)=rf(x)+sf(x)=>+s)f =rf +sf
() x)=rsfx)=r(sf(x)) = (rs)f =r(sf)

* (Irf)(x) =1gf (x) = f (x)

per Definition der werteweisen Verknipfungen und Distributivgesetze in R. 0

Bemerkung 6.1.8: DER FREIE MoODUL

Sei A eine Menge und Va € A sei e, € R* die charakteristische Funktion von {a} definiert durch

ea(b)={(1)R Zfz VbeA
w b=

Dann ist der von e, fiir ein a € A erzeuge R-Teilmodul von R4 gegeben durch
Fre(A):=(e,la€A)y ={f eR*|{a € A|f (a) # Or}| < oo} =<R*

Frg (A) heilt der freie R-Modul auf A. Ist |A| < 0o, 50 gilt Frg (A) = R4.
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Satz 6.1.9: MODULBASIS FREIER MODULN

Sei R ein Ring und A eine Menge.

Der Modul Frg (A) = (e, |a € A), = R hat folgende Eigenschaft: Fiir jeden R-Modul M und jede
Abbildung ¢ : A — M gibt es genau einen R-Modulhomomorphismus

V:Frrp(A)— M, y(e,)=v(a) Va€ A (kurz:yyoe =1)

Moduln, die isomorph zu Frz (A) sind, heiBen frei auf dem Erzeugendensystem (EZS), welches
(eq)qea VErmoge ¥ entspricht. Ein freies EZS heiflt auch R-Modulbasis.

Beweis zu 6.1.9:

Jedes Element aus Fri (A) hat eine eindeutige Darstellung als Y ,c4 r.e, mitr, € R, r, = 0 fir alle bis auf
endlich viele a € A. Daher ist

v:Frg(A)— M

S reea— ¥ rap@

acA acA

eine wohldefinierte Abbildung, von der man leicht zeigt, dass sie die Bedingung v/ (e,) = ¥ (a) Ya € A per
Konstruktion erfiillt, und ist somit auch der einzige R-Modulhomomorphismus mit dieser Eigenschaft. O

Beispiel 6.1.10: FREIE MODULN

* gR ist frei auf {1} R = R?)
« Der Spaltenmodul R™*! ist frei auf den Einheitsspalten (e, es, ..., e,)

6.2 Homomorphiesatz & Chinesischer Restsatz
6.2.a Homomorphiesatz fiir Moduln

Auch analog zu VRen: Wir haben namlich dafiir keinen Korper gebraucht.

Bemerkung 6.2.1: FAKTORMODULN

Sei R ein Ring und M ein R-Modul mitU < M.

(1) Fir m € M heiBt m + U := {m + u|u € U} die Restklasse von m nach U.
Man schreibt manchmal auch kurz m, wenn der Teilmodul klar ist.

Die Menge M/U :={m + U |m € M} aller Restklassen von U in M bilden den Faktormodul von
M nach U vermdge der folgenden Verkniipfungen:

=My < Mg —Mjy
(m1+U, m2+U)-—>(m1+m2)+U

(r, m+U)—rm+U

(2) Der natiirliche Epimorphismus

vi=vyg:M— My
m—m+U

ist ein R-Modulepimorphismus, und Kern(vy) =U.

Beweis zu 6.2.1:
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(1) Wir miissen zeigen, dass + und - wohldefiniert sind.
Seien my,mq,n,ne € M, re Rmitm+U =n;+U und my+U =ny+U,
dh.m;—-n;=u,eUund my—nye=us€U.
>mi+me—(n1+ng)=u;+useUundrm,—rn;=ru,;€U.
>(mi+my)+U=n1+ny)+Uundrm;+U =rn,+U.
Die Modulaxiome ergeben sich aus den Korperaxiomen von R; U = 0+ U ist das Nullelementvon M/U .

(2) Dies folgt direkt aus der Definition des Produktes und der Addition von Restklassen.
O

Satz 6.2.2: HOMOMORPHIESATZ FUR R-MODULN

Sei ¢ : M — N ein R-Modulhomomorphismus. Dann faktorisiert ¢ als ¢ = @ o Vgem, Uber
M /Kern¢ mit dem R-Modulepimorphismus viem, und dem R-Modulmonomorphismus

P: M/Kern(p —N
m +Kerng — ¢@(m)

Beweis zu 6.2.2:

Esist M /Kernp = M/~,, wobei ~, die Bildgleichheitsdquivalenzrelation von ¢ ist. AuBerdem, fir v :=
VKerng ISt ~,=~,, denn flir m,n € M gilt: p(m) = p(n) & m —n € Kerngp = Kernv & v(m) =v(n).

Klar ist damit also, dass ¢ ein wohldefinierter Monomorphismus ist.

Und es gilt fir m € M per Def., dass @ (v(m)) = ¢ (m + Kerng) = ¢ (m). O

Bemerkung 6.2.3:
Ist M ein endlich erzeugter R-Modul, so gibt es ein n € IN und einen R-Modulepimorphismus
e:R"' - M

Insbesondere ist M = R™*! /Kerne.

Beweis zu 6.2.3:
Sei v : n — M gegeben, sodass Bildy ein EZS von M ist. Der nach Satz 6.1.9 eindeutig bestimmte R-
Modulhomomorphismus ¢ := ¢ : R"** — M mit € oe = v ist dann ein Epimorphismus (wobei e := (e, ...,e,)
hier die Standardbasis aus Einheitsvektoren in R"*! ist) . O

Definition 6.2.4: ZYKLISCHE MODULN

R-Moduln, die von einem Element erzeugt werden, heilen zyklisch.

Beispiel 6.2.5: ZYKLISCHE MODULN

(1) Jede zyklische Abelsche Gruppe ist von der Form Z/K, wobei K ein Linksideal von Z ist.
(2) Jede Abelsche Gruppe, die von n Elementen erzeugt wird, ist von der Form Z”/K, wobei K
ein Z-Teilmodul von Z" = Frz (n) ist.

(3) Sei K ein Korper und V ein endlich erzeugter K-VR mit ¢ € End()), sodass das Minimalpo-
lynom und charakteristische Polynom von ¢ {ibereinstimmen (u, = x, = p (x) € K[x]), so ist
V als K [x]-Modul zyklisch, und es gilt V Zk;,; K [x]1/{p (x)).

10
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6.2.b Ideale

Definition 6.2.6: IDEAL

Sei R ein Ring.
(1) I <R heil’t (zweiseitiges) Ideal von R, in Zeichen I <R, falls
I1#£9
« Fira,bel, r,seR gilt: ra + bs € I (Achtung Reihenfolge!)

(2) Sind I,I, 2R, so heil’t das kleinste Ideal, welches I; und I, enthélt, die Summe von I, und
Iy in Zeichen: I +I,.

Beispiel 6.2.7: IDEALE

(1) FirR =Z.ist 37 =(3) ={3z|z € Z} ein Ideal: (3) <« Z
(2) Ist K ein Korper, a € K, dann ist

{p(x)eK[x]|pla)=0} =(x—a)={gx)(x—a)|q(x) € K[x]} < K [x]

(3) Ist R ein kommutativer Ring, so sind die Ideale genau die R-Teilmoduln von R, sprich die
Linksideale.

(4) Der Durchschnitt einer Menge von Idealen ist wieder ein Ideal.

(5) Ist M <R, so heilt (M):= (1 I dasvon M erzeugte Ideal in R.
McI<R

Ist M ={ay,...,a,}, so schreibt man {(ay,...,a,).
(6) Ist R ein kommutativer Ring, so heillt {(a) = {ra|r € R} das von a erzeugte Hauptideal.
(7) Sei¢:R — S ein Ringhomomorphismus. Dann ist Kerng := {r € R |¢(r) = 0} ein Ideal in R.

Ubung 6.2.01:

(1) Dasvon M <R erzeugte Ideal ist

(M) = {iaimibi

i=1

nemo, ai,bi€R, miEM}

(2) Die Ideale von Z™*" sind genau die Teilmengen aZ™*" mit a € Z.

Beweis:
(1) Nenne die rechte Seite L% (M).

s Mc L% (M)durchn=1, a; =1, b; =1z und jedes m € M als m;.
« L% (M) LR durch die Definition als Summen und Ringaxiome.

Somit ist L% (M) ein Ideal, das M enthalt.
« Ist I <R mit M < I, so ist per Definition des Ideals auch Z# (M) < 1.
Damit ist £# (M) im Schnitt aller Ideale, die M enthalten, also, da £# (M) selbst ein Ideal ist, gleich

dem Erzeugnis. a

(2) Ubung.
|
1
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Satz 6.2.8:

Sei R ein Ring und I <R ein Ideal.
Dann ist der Restklassenring R/I = {r + I |r € R} ein Ring mit den vertreterweisen Verkniipfungen

+Bjp xBf — R/
(r+lI, s+I)—(r+s)+1

Rfp < Rff— Ry
(r+l, s+I)—rs+1

und der natiirliche Epimorphismus

v=vi:R— R/[
r—r+l

ist ein Ringepimorphismus mit I = Kernv; (auch ,nattrlicher Ringepimorphismus”).
Ist R kommutativ, so auch R/I .

Beweis zu 6.2.8:
Da I <R ein R-Teilmodul ist, ist R/I wieder ein R-Modul und wir brauchen uns nur noch um die Wohldefi-
niertheit der Multiplikation zu kiimmern.
Seienalsor+I=r'+1,s+1=s"+1 firr,r',s,s’ € R. Dann existierena,b eI mitr'=r+a, s'=s+b,und
wirerhaltenr's'—=rs=(r+a)—(s+b)—rs=rs+rb+as+ab—-rsel,d.h. (r +I)(s+1)ist wohldefiniert. Das
Assoziativ- und die Distributivgesetze libertragen sich von R.
Dass v ein Epimorphismus ist, ist gerade die Definition der Multiplikation von Restklassen.

O
Korollar 6.2.9: HOMOMORPHIESATZ FUR RINGE
Seien R, S Ringe und ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus.
Dann ist Kern ¢ ein Ideal in R und Bild ¢ ein Teilring von S, und
7: B [Kernp — Bildg
r+Kerngp — ¢(r)
ist ein wohldefinierter Ringisomorphismus.
Beweis zu 6.2.9:
Analog anderer Homomorphiesatze. O
Als ,abstract nonsense” gilt der Homomorphiesatz in fast allen abstrakten Strukturen.
Ubung 1.3.i:
Sei R ein Ring, M, M, seien R-Moduln, T, <= M, Ty < M,.
Sei ¢ : M; — M, ein R-Modulhomomorphismus.
Dann ist ¢ : M;/T, — M,;/Ty, m — @(m) genau dann ein wohldefinierter R-Modul-
homomorphismus, wenn ¢ (T;) < Ts.
Beweis:
=" Seit; €T beliebig.
=¢t)=9(t)=9(0)=¢0)=0
=>@(t)-0e€Ty > @(t)eT,
=>@p(Ty)cTs.
12
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"C“: Sei (p(T]_) c T2.
Zunachst: @ erfiillt die Eigenschaften eines R-Modulhom., da firr € R, m,n; € M, gilt:

< pm)-pm)=0
< pmi-n)=0
<9(0)=0

< (0)=0

<0=0

was offensichtlich gilt. Also ist ¢ wohldefiniert.

Bemerkung 6.2.10: ANNIHILATOR
Sei M ein R-Modul. Dann ist der Annihilator von M
Annp(M):={reR|rm=0Vm e M}
ein Ideal von R, der Kern des Ringhomomorphismus

R —Endz (M)

r—(m—rm)

Weiter ist M ein R /Anng (M)-Modul.

Bemerkung 6.2.11:

Seien R, S Ringe.
R x S-Moduln sind direkte Summen von R-Moduln und S-Moduln.

Beweis zu 6.2.11:
Sei M ein R-Modul und N ein S-Modul.
Dannist M @ N ein R x S-Modul durch

(r,s)-(m,n):=(rm,sn) VreR,seS, meM,ne N
Sei umgekehrt L ein R x S-Modul. Dann sind

M:=(R x{0)L =(1,0)L,
N:={0}xS)L =(0,1)L
Teilmoduln von L, sodass M & N = L.
Esist AnnRxS (M) 2 {0} x S und AnnRxs (N) OR x {0}.
N——

<RxS

Also ist M ein (B xS) /ann.. . (M)-Modul und ein (B xS) /(0} x §)-Modul.

=R
Also ist M ein R-Modul und N analog dazu ein S-Modul. g

13
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Definition 6.2.12: R-ALGEBRA

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.
Eine R-Algebra A ist ein Ring mit Eins, der gleichzeitig ein R-Modul ist, sodass die Multiplikation
R-bilinearist, d.h. (ra)b =r(ab)=a(rb)firreR, a,be A.

Ein R-Algebrenhomomorphismus ist ein Ringhomomorphismus, der gleichzeitig R-
Modulhomomorphismus ist.

Ubung 6.2.02:

Sei A eine R-Algebra. Dannist a: R — A, r — r1, ein R-Algebrenhomomorphismus.

Beweis:
Fir r,s,t € R gilt:

a(r+s)=r+s)ly=rlg+sly=a@)+a(s)
a(rs)=(rs)ly=rlssly =a()a(s)
a(rs+t)=(rs+t)1y=rsly+tly=ra(s)+a(t)

Damit ist & Ringhomomorphismus und R-Algebrenhom. (R = z R ist trivialerweise auch eine R-Algebra.)

O

Beispiel 6.2.13: ALGEBREN

(1) Clx] ist eine C-Algebra.
Sei~:C—C, a+bi— a-bi(a,beR) (Konjugation). Dann ist

Clx] —Clx]
Xn: apxt — i@xk
k=0 k=0

ein Ringhomomorphismus, der aber kein C-Algebrenhomomorphismus ist. (ix = —ix — nicht
C-linear)
Allerdings ist C[x] — C[x] ein IR-Algebrenhomomorphismus.

(2) Ist A eine R-Algebra und I < A, so ist A/I eine R-Algebra und v; : A — A/I ist ein R-
Algebrenhomomorphismus.

r+--+r z>0
——
z-mal
(3) Jeder Ring ist eine Z-Algebra vermoge z-r:=<{ —(r+---+r) z<0
z-mal
OR z=0

© study.woalk.de
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6.2.c Euklidische Ringe

Definition 6.2.14: SPEZIELLE RINGE

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

(1) R heilt Integritatsbereich (1B) oder nullteilerfrei, falls 1 # 0 in R giltund Va,b e R :ab =0=>
a=0vb=0.

(2) R heillt Hauptidealbereich (HIB), falls R ein Integritdtsbereich ist und jedes Ideal in R ein
Hauptideal ist, d.h. VI <R :Fa e R : I = (a).

(3) R heilt Euklidischer Ring oder Euklidischer Bereich, falls eine Abbildung v : R — Z.., mit
folgenden Eigenschaften existiert:
(@) VreR:v(r)=0or=90
(b) Vry,re€R: v(riry) =v(ry)v(rs)
(c) VaeR,beR\{0}: Aq,reR: a=qgb+rmitv(r)<v(b)

Beispiel 6.2.15:

(1) Jeder Teilring eines Korpers ist ein IB.
(2) Offenbar ist jeder Korper ein Euklidischer Ring mit v(0):=0, v(a):=1Va e K*= K \ {0}
(3) Z ist Euklidischer Bereich mit v(a) := |a| Ya € Z und der Division mit Rest fiir ganze Zahlen.

(4) Sei K ein Korper. Dann ist K [x] ein Euklidischer Bereich mit v(p) := 2674® fiir p # 0 und
Polynomdivision. (2°7* weil Gradformel Grad(pq) = Grad p + Grad q)

(5) Der Ring Z[x] := {p(x)(—: Q[x]

p)=Y aix’, a;€ ZVie{0} UQ} ist ein Integritatsbereich,
i=0
da er ein Teilring des Korpers Q(x) = {IM

29| p(x) € QLx], ¢(¥) € QLxI\ {0} ist,

Jedoch ist Z[x] kein HIB, da (2, x) kein Hauptideal ist.

Beweis:
Esist (2,x) ={a1-2-b1+as-x-bylai,as,bi,bs € Z[x]} = {220+21x+22x2 +... |zi € Z}.
Gabe es p € (2,x) mit (2,x) = (p), so misste es ein g € Z[x] geben, sodass p-¢ =2, und
r € Z[x] mit p-r = x. Nach der Gradformel muss dann gelten: Grad p + Gradq = Grad2 =0
= Gradp = Gradq = 0= p € Z. Damit pr = x, muss p = =1 (kein anderer Teiler in Z).
Nach obiger Ausformulierung des Inhalts von (2, x) ist aber £1 ¢ (2,x), da 2 kein Teiler von
1 oder —1 ist. Somit kann ein solches Polynom nicht in diesem Ideal existieren. O

Satz 6.2.16: QUOTIENTENKORPER

Sei R ein Integritatsbereich.

Dann gibt es einen Korper K, sodass R € K Teilring von K istund K = {ab’l |a ER,beR\ {0}}.
K ist bis auf Ring-lIsomorphie eindeutig durch R festgelegt, man nennt diesen auch den Quotien-
tenkorper oder field of fractions, und schreibt K =: Quot(R) =: Frac(R).

Man schreibt dann oft: ab™ =b""a =%/, = § fiir ab™" € Quot(R)

Beweis zu 6.2.16:
Existenz: _ ‘ B
Definiere K := R x (R \{0}) = {(a,b) |a € R, b € R\ {0}}. und eine Aquivalenzrelation ~ auf K durch:

(a,b)=(c,d):© ad =bc

Setze die Menge der Aquivalenzklassen auf K := ff/z Definiere nun = [(a,b)]. (AK von (a, b)).
Addition und Multiplikation werden folgendermalien definiert:

g+£_ad+bc
b d  bd
@ c_oac
b d bd

© study.woalk.de
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Die Addition ist wohldefiniert, denn: Da b,d, bd # 0, sind die Ausdriicke auf beiden Seiten wohldefiniert. Zum

. . . . . ! !
Beweis der Vertreterunabhéngigkeit seien £ = und £ = 5 < ab'=a'bund cd' =c'd.
ad+be 1 d'd'+b'c’
z.z. 424 = S

Zeige Analog die Vertreterunabhangigkeit der Multiplikation, und priife die Kérperaxiome.

Eindeutigkeit: Sei K' ein weiterer Korper mit R < K'. Dann ist die Abbildung ¢ : K — K', § — ab! ein wohl-
definierter Homomorphismus. Daraus folgt sofort: € ist ein Monomorphismus, also K = Bilde. a

Ubung 6.2.03:

DerRing Z[i]:= Z[x]/{x*+ 1) miti:=x ist Euklidischer Bereich mit v (a + bi) := a®>+b*fira,b € Z.

Beweis:
cv@+bi)=a?+b%2=00a=b=0a+bi=0

* v((a+bi)(c+di) =(ac—bd)*(ad —be)’ = (a®+b?) (c? +d?) = v(a + bi)v(c +di)
« Seiena:=a;+aqi€ZJ[i], b:=b, + byic Z[i] \ {0}.

=x =lx9
N A

a _a; tasi (a1 +asi)(b;—bai) Ealbl +a2b25—2albg—a2b151 — (%)
b by +b2i (b +bai)(b;—byi) v(b) B

Mit erweitertem Euklidischen Algorithmus in Z:

1 1
X1 = iv(b)‘(h*"'l, r; < éV(b)

1 1
X9 ==V(D)-qa+ry, < éV(b)

2
() = (%V(b)q1+r1)—(%V(b)q2+r2)i _ %V(b)(éh—qﬂ)‘*'(ﬁ—"zi)
B v(b) - v(b)
=r
1( N ,)+r1—r2i 1 N r
= — 1 = —
DA i/ ARV A BTN
=:qeZI[i]
= 1 +i—— b —"
T ) T 297 T b, by

V(bl jbzi) =v(r)V (b1~ boi) ) = v(r)v (b1 — byi) "
=(r2+73)v(by —byi) ' < ((%v(b)f + (%v(b))2) v(by—byi)™
L erveyi=t
—zv(b) v(b) —zv(b)<v(b)

|

Man hat fir die Elemente in QuotR allerdings tblicherweise keine Normalform (d.h. die Elemente sind nicht
eindeutig durch ab ™! dargestellt.

Beispiel 6.2.17:

(1) QuotZ = Q. Hier lernt man eine Normalform in der Schule kennen (gekiirzte Briiche).

(2) Sei K ein Korper. Dann heilt K (x) := Quot(K [x]) der Korper der rationalen Funktionen in
einer Variablen.

(3) Sei K ein Korper. Dann heil’t K (x4,...,x,) = Quot(K [x4,...,x,]) der Korper der rationalen
Funktionen Gber K.

16
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Definition 6.2.18: TEILBARKEIT

SeiR einlBunda,beR.

(1) d € R teilt a genau dann, wenn g € R existiert mit a = qd, also genau dann, wenn a € {d).
Bezeichnung: d |a

(2) a € R\ (R U{0}) heilt prim, falls: Yb,,b, € R :a | (b1b2) = a|bi Va|b,

(3) Eine Zahl d € R heil}t groBter gemeinsamer Teiler von a und b (d =: ggT(a, b)) genau dann,
wenn: d |a,b und Ve € R mit ¢ |a,b folgt: ¢ | d.

(4) Eine Zahl v € R heiltt kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b (v =:kgV(a, b)), wenn:
a,b|vund Yw € R mita,b|w folgt: v |w.

Bemerkung 6.2.19:

Sei R ein IB., insbesondere kommutativ, und a,b € R.
Dann gilt: a | b © b € (a) < (b) < (a)

Satz 6.2.20:

Sei R ein HIB, a,b € R. Dann existieren ggT(a,b) € R und kgV(a,b) € R und sind eindeutig be-
stimmt bis auf Multiplikation mit Einheiten in R.

Ubung 3.4:

Sei R ein HIB, a,b € R \ {0}. Dann gilt:
(1) (ggT(a,b)) = (a) +(b)

(2) (kgV(a,b)) ={(a)n(db)

(3) (a)(b) = (ab)

Beweis zu 6.2.20:

(1) Wir betrachten das Erzeugnis (a) + (b) = (a, b)
Also {(a) < (d) und (b) < (d).
=>d | and | b.
Ist umgekehrt ¢ € R ein Teiler von a und b, so heillt dies, dass a € {¢) und b € {c).
= (d) = {a) +(b) ={c)
>c | d
= (a) +(b) = (ggT(a,d)).

(2) Da R ein HIBist, sei v € R mit (@) N {b) = (v),d.h. Vw € (v) : w e {a) Aw € (b).
Insbesondere ist also v € {a) und v € (b), also a,b | v.

RistHIB

(d) mit d € R geeignet.

Dawe{a)Awe(b) < a,b | w flr w wie oben, aber w € (v) > v | w, ist v =kgV (a, b) per Definition.
(B) VneN, x,yeR": Y.! ;x;a-y;b €{ab) = (a)(b) < (ab)

ab € {a)(b) = {(ab) < (a)(b)

= (a)(b) = (ab)

O
Bemerkung 6.2.21:
Sei R ein Euklidischer Ring mit Norm v. Dann ist R ein HIB.
Beweis zu 6.2.21:
17
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Wir zeigen zunachst, dass R nullteilerfrei ist.
Seien a,b € R mitab =0.
=>0=v(0)=v(ab)=v(a)v(b)
>v(@)=0vvb)=0=>a=0vb=0

Nun zeigen wir, dass jedes Ideal ein Hauptideal ist.

Sei (0) # I AR. Wahle ein a € I \ {0} mit v(a) € Z-, minimal (dies ist moglich, da Z., wohlgeordnet ist).
Behauptung: I = (a).

Ist ndmlich b € I, so dividiere b durch a mit Rest

b=aq+ r mit v(r) <v(a)

>r=0=>b=qga=>bea) O

Ubung 2.4:

SeineN,meZ, m:=m+nZeZ/nZ="7]/n).
- mist Einheitin Z/nZ < n,m teilerfremd
- m ist Nullteiler in Z/nZ < n,m nicht teilerfremd

N
« Istn =[] p}" die Primfaktorzerlegung von n, so ist
i=1

N N
Nﬂ(Z/nZ) =Nil(n):= (Hpi) 7. = {F. HITL
i=1 i=1

die Menge aller nilpotenten Elemente in Z/nZ.

re Z/nZ}

Ubung 6.2.04: ERWEITERTER EUKLIDISCHER ALGORITHMUS

Sei R ein Euklidischer Ring mit Norm v.
Dann gibt esin R einen Euklidischen Algorithmus, der bei Eingabe zweier Zahlen aus R den groten
gemeinsamen Teiler und eine Bézout-Identitat ausgibt:

EINGABE: a,b € R beliebig.

ALGORITHMUS: (I) n:=0

Solange b # 0:
n=n+1
Division mit Rest.a = q,b +r

speichere q,,r

a=>b
b:=r

Dannista = ggT(a,b).

(II) Setze nun (rekursiv) A;:= (O 1 ), Ay = (O 1 )-Ak_l firk = 2.
1 —-q: 1 —qp

n-1
0 1 * %
Berechne A, = | | ( ) =: ( )
11 —q; x Yy

Dann sind x, y so, dass ggT(a,b) = xa + yb.

Beweis:

+ Der Algorithmus beruht darauf, eine Division mit Rest zu haben, was in Euklidischen Ringen per Defini-
tion der Fall ist.
Sei in diesem Beweis *; die Variable * im Iterationsschritt .

+ Per Definition gilt bei der Division in Euklidischen Ringen:
a=qb+rmitv(b)>v(r)

Da in jedem Schritt & durch r ersetzt wird, ist die Folge (v(b,)),, streng monoton fallend in Z., und
somit wird in jedem Fall nach spéatestens n Schritten die Abbruchbedingung b = 0 erreicht (da v(b) =
0=>b6=0).

18
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+ Dass (II) terminiert, ist dann klar, da n nach Ausfiihrung von (I) eine eindeutige endliche Zahl in Z.. ist
und dieser Schritt damit eine einfache Berechnung ist.

*Daa, =q,a,.1+a,_, gilt: ggT(a,,a,_1) =ggT(a,_1,a,) fir alle n = 3. Diese Kette endet also mit

ggT(a,b)=---=ggT(Or,a,) = a,
Der Algorithmus (I) berechnet also tatséchlich den ggT (eindeutig bis auf Multiplikation mit Einheiten
aus R*).

« Fir die A,, gilt:

A, (Z) - ("’;fkl) und damit A, (Z) — (ggTéa,b))

was nach der Definition der Matrixmultiplikation genau die Bézout-Identitat ist.

Es gilt (bis auf Einheiten):

l_[ai ~ ggT(al"'-)an)kgv(al’-“7an)

i=1

6.2.d Der chinesische Restsatz

Seien alle Ringe in diesem Kapitel kommutativ mit Eins.

Satz 6.2.22: CHINESISCHER RESTSATZ

Sei R einRingund I4,...,I, paarweise teilerfremde Ideale in R, d.h. I, + I, = R Vi # ;. Dann gilt:

R Qll._> R/le...x R/In

r+ﬂI,~—>(r+Il, . r+In)

i=1

ist ein Isomorphismus.

Bei Anwendungen will man haufig das Inverse von diesem Isomorphismus konstruieren. Man nennt den Satz
auch den Hauptsatz iiber das Losen von simultanen Kongruenzen. Dies ist wie folgt zu verstehen: Fiir I <R
schreibt man fiir Elemente r,s € R mitr + I = s +1 oft:

r=s modl

Der obige Satz lautet dann: Fur beliebige r4,...,7r, € R :3x e R mitx =r; mod I; Vi € n und x ist eindeutig
modulo N, I;.
Beweis zu 6.2.22:

Der Fall n = 2 ist einfach: Der offensichtliche Homomorphismus

Vi, X VI, :R_’R/Il % R/IZ
r—(r+I,,r+I)
hat als Kern I; n1,, und ist wegen I; + I, = R surjektiv(1=a; +as =
el €ly
as—(ag+1q, as+1)=(1+1;, 0+15)
alw(a1+11, a1+11):(0+11, 1+Iz)

).
Die Behauptung folgt aus dem Homomorphiesatz fiir Ringe. Der allgemeine Beweis ist per Induktion. Der
Induktionsschritt benutzt n = 2 und ist bei n = 3 bereits sichtbar.
Behauptung: I; + (I;n13)=R.
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Zum Beweis: Es existieren ej,e’, € I1, es € I5, e3€ I3, sodass e +ez3=1=¢e; +e,.

=>1=1-1=(e} +ez) (e} +e3) =eie|+eies+eze) + ezes
~——— = ———

el el ely elgnly
~ v -~ N v -~
::eIIEIl ::e23€12013

Damitistklar R=R-1-R 2R611R+R623R211 +IzﬂIg
—_— =

el elonls
Wende n =2 an:

R /(1,n(anTy) 2 B/1 x Bf1,n1 = R < B, < R,

mit dem entsprechenden Isomorphismus. a

Ubung 6.2.05:

Sei ¢ die Quersumme und a die alternierende Summe von natiirlichen Zahlen. Dann gilt:
*n=qg(n) mod9
*n=a(n) modll

d.h.: Jede natiirliche Zahl M € Z., kann dargestellt werden als M = i m;-10° mitm€{0,1,...,9}", n € Z.,.

n i=0 n .
Die Quersumme eines solchen M ist dann ¢ (M):= ) m; und die alternierende Summe a (M) =Y (—-1)' m,.
1=0 1=0
Beweis:
Quersumme mit 9:
n=ag-1+a;-10+ay-10*+---+10"
=a¢g+a;-1+ags-1+---+a,-1 mod9
=qg(n) mod9

Alternierende Summe mit 11:

n=ag-1+a;-10+ay-10%+---+10"

=ap+a;-(-1)+ay-(-1)*+---+a, modll

=ap—a;1+ag—... modll
=a(n) modll
O
Beispiel 6.2.23:
Durch Kombination der 9er-Probe mittels Quersumme (mod 9), der 10er-Probe mittels letzter Stelle
und der 11er-Probe mittels alternierender Summe (mod 11) kann man Rechnen mit ganzen Zahlen,
wo nur Addition und Multiplikation verwendet werden, mod 990 verifizieren.
/1990y = Z/9) n (10) n (11y) = Z/9) x Z/c10) x Z/11)
Bsp.:s:=124, ¢t:= 351
Wir wollen (s +t)-t = 166275 prifen.
- Modulo 10: (4+1)-1=5 v
+ Modulo 9:(7+0)-0=0 v
* Modulo11: (4-2+1)+(1-5+3))=@B+(-1))-(-1)= —245—7+2—1 =—1 X
20
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Satz 6.2.24: CHINESISCHER RESTSATZ FUR EUKLIDISCHE BEREICHE

Sei R ein Euklidischer Bereich, I; = (a;) mit ggT (a;,a;) =1 Vi # j. Dann gilt:

ﬂ (ai> = <kgV(a1""7an)> = <Hai>
i=1 i=1

ist ein Isomorphismus, dessen Inverse durch den Euklidischen Algorithmus berechnet werden kann.

Beweis zu 6.2.24:
DaggT(a;, a;) =1Vi#jist istkgV(ay,...,a,) = Ha und somit ﬂ (a;) = <H a;

Es genliigt also, einen ,Algorithmus” anzugeben der das Inverse reaI|S|ert Ein allgemeines Element auf der
rechten Seite hat die Form X = (r1 +{ay), ..., r, +{a,)).

GESUCHT: ein einzelnes r e R mit r + {a,) =r; + (ai) Vien,also ¢ (r+([1-,a;))=X.

Dazu setze Bi = ]_[#L-aj. Der ggT(ai,aj) =1Vi# _] = ggT(ai,Bi) =1= dx;,y; € R: 1= X;Q; +yiBi
(Bézout-Koeffizienten).

Setze e; := yiBi~ Danniste; +{a;) =1+ (ai) und e;+ <aj> =0+ <aj> V] #1.

= ¢(e;)=(0,...,0,1,0,...,0) mit 1 an i-ter Stelle

=>¢ (X)) = Zriei +<H?:10h‘> O
i=1

NI
gesuchtes r
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Beispiel 6.2.25: KONGRUENZENSYSTEM

Wir wollen das simultane Kongruenzensystem

x=1 mod3
x=2 mod4
x=3 modb

|6sen (eindeutig modulo 60 = 3 -4 -5).
Wir haben den Isomorphismus
¢:7/60) = 2/i3y x Lfeay x Zi5) -

und wir haben das Problem geldst, wenn wir

e; +(60) = ¢*(1,0,0)
es+(60) = ¢'(0,1,0)

es3+(60y =¢~"(0,0,1)

kennen. Die Lésungsmengeistdann1-e; +2-e5+3-e3+ (60).
Mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus’ (oder scharfes Hingucken) erhalte fiir 3 und 4 -5 etc. fol-
gende Bézout-ldentitaten:

1=7-34( 120 =e;=-20

1=41-4+ -15 =>ey=-15

1=5-5+( 212 =e;=-24
Urbilder

Also x € =122 + (60) = —2 + (60).

© study.woalk.de
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Beispiel 6.2.26: LAGRANGE-INTERPOLATION
Sei K ein Korper und p (x) € K [x]. Wie wir schon wissen (LA1), gilt fir a € K

p@=0<px)e(x—a)JK|[x]

vgl. TAYLOR-ENTWICKLUNG: p (x) = p(a)+ p'(a)(x —a)+ " Y (x—a)’+... wenn der Korper nicht zu
grolBe Fakultdten wieder zu 0 schickt. (Man kann sich d|es also als ,,Taonr fr beliebige Korper”
vorstellen.)

Sind nun a4,...,a, € K paarweise verschiedene Elemente, so sind die Hauptideale (x — a;) paar-
weise teilerfremd und der chinesische Restsatz liefert:

k19 /(-0 =X Kfor—a
i=1 T

Die Restklassen der Elemente e; (x) =[] (x — aj) liefern auf der rechten Seite Tupel, deren Kom-
ponenten alle Null bis auf der i-ten Stelle sind; dort steht &; (a;) = [[;4 (ai - aj).

Man hat also (0,0,...,0,¢e;(a;),0,...,0), man muss fir (0,...,0,1,0,...,0) also noch normieren.
Hieraus ergibt sich die Lagrange-Interpolation: Eine Abbildung f : K — K wird interpoliert an den
Stiitzstellen a; durch das Polynom vom Grad < n:

Zf(a,

Wenn man z.B. im Falle K = R auch noch Ableitungen an der Stelle a; vorgeben will, muss man mit
{(x —a;)*) arbeiten anstelle von (x —a;). Dies ist die Hermit-Interpolation.

(Erweitert die Lagrange-Multiplikation, lasst sich aber genauso durch den chinesischen Restsatz
beweisen und l6sen.)

e; (x)
e;(a;)

(Eigentlich ist jede Interpolation ein Spezialfall des chinesischen Restsatzes.)

Definition 6.2.27: NULLTEILER UND NILPOTENZ

Sei R ein Ring, kommutativ mit Eins (kmE.), und a € R \ {0}.
Man nennt a einen Nullteiler, wenn ein b € R \ {0} existiert mit ab = 0.
Weiter heil’t a nilpotent, falls ein n € IN existiert mit a” = 0.

Klar sind nilpotente Elemente Nullteiler, aber die Umkehrung ist falsch.
(z.B.: Sei K ein Korper. 0 =(1,0)-(0,1) € K x K, aber keiner von beiden ist nilpotent.)

23
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Beispiel 6.2.28:

(1) Seien m,k € IN. Dann gilt: m + (m*) € Z /(m") ist nilpotentes Element.

(2) Wurzelziehen:
Aus dem chinesischen Restsatz bekommen wir:

Ty X Tyt R[x]/<x2_2> :]R[x]/<x_\/§> x R[x]/<x+ \/§>

=R =R

Wir wollen auf der rechten Seite rechnen, konnen aber nur auf der linken Seite Nullteiler erken-
nen.

Unser Ziel ist, eine numerische Approximation von v/2 zu bestimmen. Klar: Die einzigen Null-
teiler der Form a +x (links) mit @ € R sind v2 + % und —v/2 + x (rechts).

IDEE: Sei b € (Y-, so gewahlt, dass a := x — b auf der rechten Seite einem (a,as) entspricht,
mit |a;| < 1 und |as| > 1 (Absolutbetrdge).

Es ist a® = 2 - 2xb + b2 Dann ist |a?| < |a;| < 1 und m, (f‘—;b) = (E— bzzz) hat einen noch

. 2 . . . .
kleineren Betrag, sodass 2*2 eine noch bessere Approximation von v/2 ist als b.
2b

Durch fortgesetztes Quadrieren verdoppelt sich die Anzahl der signifikanten Dezimalstellen,
wir haben quadratische Konvergenz. Fangt man bei b = 1 an, so erhélt man:

1
3
2=15
2
17 _
—-=1,416
12
577 _ 1,414215686
408
665857 _ 1,41421356...
470832 I ————

stimmen exakt

Ubung 6.2.06:

Vgl. Newton-Verfahren aus der Numerik:
Linearisieren der Funktion (d.h. nutze LGS, um nicht-lineares GLs ,x? — 2 = 0“ zu lésen).
»Anfang von Taylor":

0=Ffx)+f (x)x,  —x,)

JDreisatz” = Gaul-Algorithmus:

= f (x,)

n+l —An
f'(xn)
~ x2-2  xi+2
~ 2, 2%,

6.2.e Der chinesische Restsatz und die Hauptraumzerlegung

Die Hauptraumzerlegung erinnert stark an den chinesischen Restsatz.
Wdh.:

Sei dazu K ein Korper, V ein endlich erzeugter (e.e.) K-VR und a € End()) mit Minimalpolynom

_ . ni np
Ha =Dy "Dy

wobei die p; paarweise teilerfremde irreduzible normierte Polynome in K'[x] sind.
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Unter der obigen Voraussetzung lasst sich V eindeutig schreiben als eine direkte Summe von a-invarianten
Teilraumen U;:

V=Qu,
i=1

sodass das Minimalpolynom von a|,, gleich p/ ist.
Setzt man q;:= [ [ p*"', so istU; = Bild(q; ()).
J#i

Bemerkung 6.2.29:

(1) Das Minimalpolynom von « war definiert als normierter Erzeuger des Kerns des Einsetzungs-
homomorphismus

£.:K[x]—End(V)

p—p(a)
Kerne, = (u,)
Bilde, =K[a]<End(V)
Hom.satz

= K[x]/<'u“> =Kl[a]

(2) Setzt man R = K [x]/{4), so wird V ein R-Modul durch

(p+{1a) V =€,(p)(V)=p(a)(V)

furVel.
(3) Die Struktur von R bekommen wir aus dem chinesischen Restsatz:

R= K[x]/<p;u,_,pzk> ~ K[x]/<pr1n> X K[x]/<pzk>

und Urbilder der Idempotenten 7; = (0,...,0,1,0,...,0) mit 1 an der i-ten Stelle kdnnen mit
dem Algorithmus 6.2.24 ermittelt werden, indem wir mit dem erweiterten Euklidischen Algo-
rithmus

ggT (p;”aQi) =1= xip?i +Yiq,i

und e; = €, (y:9;) = yi(a) q; (@) setzen.
Aus einer Ubungsaufgabe aus LA wissen wir, dass

Bild(e;) = Bild(q; (a)) =U;

(4) AlsoistV ein Modul tiber dem Produktring

K[x]/<pr1u> X o x K[x]/<pzk>

und die direkte Zerlegung (Hauptraumzerlegung)

liefert eine Zerlegung von V in eine direkte Summe von K[x]/(p;”>—Moduln furi ek, d.h. sie
ist nichts anderes als die Zerlegung von V gemall Bemerkung 6.2.11, wobei I/; in natdirlicher
Weise ein K [x]/(p}")-Modul ist.
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Zusammenfassend:
« Vist K[x]-Modul
« Vist K[x]/{,)-Modul (u, ist Annihilator)
=Vist K[x]/(p}*---p;*)-Modul
- Vist K[x]/{p}*) x---x K[x1/(p}*)-Modul

6.3 Elementare Teilbarkeitstheorie fiir Ringe

Definition 6.3.1:

Sei R ein Ring (kmE.) und a,b € R.

(1) a teilt b (in R) oder b ist ein Vielfaches von a (in R), falls ein r € R existiert mit b = ra, in
Zeichen: a | b.

(2) a istassoziiert zu b (in R), in Zeichen a ~ b, falls a | b und b | a.

Klar: Die Vielfachen von a bilden das von a erzeugte Hauptideal {(a).

Teilen ist eine transitive Relation auf R und das Assoziiertsein (~) ist eine AR auf R.
Auch klar: fiir a,b € R: Falls e € R* existiert mita = eb, dann gilta ~ b.

Fiir die Umkehrung brauchen wir die Annahme, dass R ein IB ist.

Bemerkung 6.3.2:

In einem Integritatsbereich sind die Assoziiertenklassen der Elemente gegeben durch R*a.
Anders formuliert: R* operiert auf R vermdge

R*xR— R

(e, a)—ea

und es gilt ~g+=~.

Beweis zu 6.3.2:
Es ist klar, dass jedes Element der Form u -a mit u Einheit zu a = u ! (va) assoziiert ist.
Seinun b ’a, a | b. Dann existierenr,se R:a=br, b=as.Ista=0,folgtb=as=0-s=0.
Sei also a # 0. Wir wollen zeigen, dass sowohl r als auch s Einheiten sind, und sogar zueinander invers.

a=br=asr
=>a(l-sr)=0
RIB

= 1-rs=0>=>rs=1
a#0
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Bemerkung 6.3.3:

Sei R ein IB.
So ist der Polynomring

Rlxy,...,x,1=R[x1,...,x,_1][x]=...

auch ein IB.
Dazu definieren wir den Grad (auch Totalgrad) eines Polynoms

p=pk)= Zail ~--ainx§1~~~xfl’l ER[x1,...,%,]
als

Gradp:=max{i;+-- +i,|a;.., #0}
fir p # 0 und Grad 0 := —oo.
Fir p,qg e R[x4,...,x,]\ {0} gilt:

Grad(pgq) =Gradp + Gradq

d.h.R[x;,...,x,] ist ein IB.

Nachste Frage: Was ist mit Restklassenringen von IBen?

Definition 6.3.4:

Sei R ein Ring (kmE.).
(1) Einldeal I <R heilt Primideal oder als Ideal prim, falls I ZRund Vr,seR:r,s¢I=>rs¢l.
(d.h. R/I hat keine Nullteiler)

(2) Einldeal I 4R heillt maximales Ideal, falls I # R = (1) und fiir jedes J <R mit I = J < R gilt:
J=IoderJ=R.

Bemerkung 6.3.5:

Sei R ein Ring (kmE.) und I <R.
(1) R/I ist genau dann ein IB, wenn I ein Primideal ist.
(2) R/I ist genau dann ein Korper, wenn I ein maximales Ideal ist.

Beweis zu 6.3.5:
(1) Per Definition.

(2) R/I ist ein Korper, genau dann, wenn jedes
r+IeR/\{0+1I}

ein multiplikatives Inverses hat.
Seialsor¢I.Dannist

(r,I) =(ry+1
ein Ideal in R. D.h.:

JaeR:1=ar+imitiel
>l1+I=ar+i+I=ar+I=(a+I1)(r+1)

= (a + 1) ist das multiplikative Inverse zu (r + I).
Die Umkehrung geht genauso.

© study.woalk.de
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Beispiel 6.3.6:

(1) Sei R ein IB. Das Hauptideal (x) <R [x] ist ein Primideal. Denn: R [x]/{(x) =R
(2) Sei R ein Ring (kmE.) und I maximal = I prim.
(3) Sei R ein Ring (kmE.). Genau dann ist (0) ein Primideal, wenn R = R/{0} ein IB ist.

Nun kommen wir zur Teilbarkeitstheorie in IBen, also zuriick zu Elementen.

Definition 6.3.7:

Sei R ein IB.

(1) Ein Element a € R \ (R* u{0}) heillt irreduzibel oder ,unzerlegbar”, falls jede Faktorisierung
von q trivial ist,d.h.: fallsa =a1a9y >a; e R* Vas e R".
Sonst heildt a reduzibel oder ,zerlegbar”.

(2) Ein Element a € R \ (R* U{0}) heil}t prim, falls
a|(b1b2)=~a|blva|bz Vbl,bzeR

(Dies ist auch die Definition einer Primzahl in Z.)

Dass diese Begriffe in manchen Ringen auseinanderfallen, hat zu vielen falschen Beweisen von Fermat’s Last
Theorem gefiihrt, u.a. von Cauchy.

Beispiel 6.3.8:

(1) Im R =Z ist 2 € Z prim und irreduzibel.
(2) SeiK einIBund R = K [x]. Dann ist x irreduzibel (da von Grad 1).

x=pq, 1=Gradx = Grad(p)Grad(q)

. 0 1
und prim, da: 1 0

Seix|a(x)b(x) undx)(a

<a(0)#0
=>b(0)=0daR IBist

:x|b(x)

Bemerkung 6.3.9:

SeiRIBunda€eR.
(1) a prim = a irreduzibel.
(2) a prim < (a) als Ideal prim und {a) # (0) ist.

Beweis zu 6.3.9: A
a prim
(1) Seia prim und reduzibel, d.h. @ = a;a; mita; ¢ R* (i €2). Dann gilt a | a;a, e |a; oder a|as, aber
a fa,, da sonsta ~ ay, und somit a, Einheit, und a } as, da sonst a ~ a, und somita; € R*.

d.h. prim = irreduzibel. a

(2) Seia€R prim. Dannist {a) # 0. WeitergiltVr,sER:rse(a)©a|rs©a|rva|s©r€(a>Vs€(a>

Die Umkehrung gilt genauso.
O
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Ubung 6.3.01:

Es gibt irreduzible Elemente, die nicht prim sind.

Beweis:
Esist Z[v-5]:={a+bv-5|a,beZ}. Seiv(a+bv-5):=a®+5b%fira+bv-5€Z[v-5].
Zun&chst: Fiir v gilt, mita + bv/-5,c +dvV-5€ Z[V-5]:
v((a+b\/—5)(c+d\/—5)
=(ac-5bd)* +5(ad +bc)’ =a’c® — 10abced + 5°b*d* + 5a*d® + 10abed + 5b%c?
= a%c? + 5% + 5a*d?® + 5bc* = (a® + 5b%) (c? +5d%) = v (a + bV ) v(c + dV=5)

= v(ac—5bd +(ad+bc)\/—_5)

also ist v multiplikativ. D.h. fiir z;,2, € Z[v/=5] gilt insbesondere:
3';2 = v(z1) | v(22)
in Z[v/=5] in N

Sei 2= (a+bv-5)(c+dv-5) mita,b,c,d € Z, d.h.
v(2):v((a+b\/—_5) (c+d\/—_5)) =v(a+b\/—_5)v(c+d\/—_5)
o 22 =(a”+5b%)(c*+5d%)

Daa?+5b%=0 Ya,b € Z, gilt hier, damit (a® + 5b%) | 2% = 4 gilt:
a®+5b%€{1,2,4}

Ist a® +5b% = 1, wére a + byv/—5 eine Einheit, und wére a? + 5b% = 4, folgt ¢ + 5d? = 1 = ¢ + d V-5 Einheit.
Die einzige weitere Mdglichkeit ware also

a?+5b%=c>+5d%=2
Dies kann aber nie eintreten, da

12+5-02=1<2
224+45.02=4>2
0°+5-12=5>2

= 2 kann in Z [v/—5] nicht von nicht-Einheiten faktorisiert werden und ist damit irreduzibel.
Sei3=(a+bv-5)(c+dv-5)mita,b,c,d € Z. Analog 2 gilt dann:

v(3)=3*=9=v(a®+5b%)v(c* +5d?) = (a® +5b%) (c* +5d?)
= a®+5b%€({1,3,9}

also ist die einzige Mdoglichkeit fiir eine Faktorisierung aus nicht-Einheiten
a®+5b”=c?+5d” =3

was ebenfalls nie eintreten kann, womit 3 ebenfalls in Z [v/-5] irreduzibel ist.

Sei 1+v-5=(a+bv-5)(c+dv-5)mita,b,c,d € Z.

:>v(1+\/_) (a+b\/_) (c+d\/—_5)
©1*°+5:1°=6=(a®+5b%) (c +5d%)
=a®+5b%€{1,2,3,6)

Analog 2,3 fallen 1 und 6 hier als Mdglichkeiten trivialerweise weg. 2 und 3 wurden allerdings oben bereits
als unmdgliche Normergebnisse eingestuft. Somit ist auch 1+ v'=5 in Z [v/'-5] irreduzibel.
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Analog dazu ist auch v (1 —v/=5) =6 = 1 - v/—5 irreduzibel.

Nun betrachte:
22 (1+v=5)(1-vV=35)
©6L124V5-V5-vV=5 =1-(-5)=6 v
6, (1+v-5)|6.
= 2| (1+v=5)(1- V=5, aber 2 | (1+ V=5, da diese irreduzibel sind.

3 (1 + \/—_5) (1 ~ \/—_5) aber 3 J (1 + \/—_5) da diese irreduzibel sind.
(1 + \/—_5) |(3-2), aber (1 + \/—_5) } 3,2, da diese irreduzibel sind.

Damit sind 2, 3, 1+ v/=5 und 1 — /=5 nicht prim in Z [v/-5]. O
An dieser Stelle sei bemerkt, dass genau diese uneindeutige Faktorisierung Herrn Dedekind (,Vater der moder-

nen Algebra“) dazu bewegt hat, den Begriff ,Ideal” (Abk. ,ideale Zahlen”) einzufiihren, um zu einer eindeutigen
Teilbarkeitstheorie zu kommen.

Im obigen Gegenbeispiel kann man namlich alle vier Zahlen als Ideale noch weiter zerlegen:
@) = <2, 1+\/—_5><2, 1—\/—_5>
@ =(3,1+vV=5)(3,1-vV-5)
(1+V=5)=(2,1+V=5)(3, 1+V=5)
(1-v=5)=(2,1-V=5)(3,1-V=5)

Satz 6.3.10:

Ist R ein HIB, so ist jedes irreduzible Element prim.

Beweis zu 6.3.10:

Seia € R\ (R* u{0}) irreduzibel. Wir wissen, dass a genau dann prim ist, wenn (a) ein Primideal # (0) ist.
Wir werden sogar mehr zeigen, ndmlich dass das Hauptideal (@) ein maximales ist

Dafiirsei{(a) €I g R.DaR einHIB,istI = (d) flreind ER\(R U {0}). Somitistae{d).>3Id'eR: a=d’ d
Da a irreduzibel ist, ist d' eine Einheit. > a ~d = (a) =(d) =

= Z[V-5] ist kein HIB. O

Korollar 6.3.11:

Ist R ein HIB, so ist jedes Primideal, das ungleich {0} ist, ein maximales Ideal.
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Beispiel 6.3.12:
(1) ZI[x] ist kein HIB, denn das Primideal (x) ist kein maximales Ideal.
Z1x1/(xy =7 (kein Kérper)
(2) K[x,y] (sogar fur K Korper) ist ebenfalls kein HIB, denn
Klx,y1/(y) = K[x] (kein Kérper)

(3) Z ist ein HIB. Die Primzahlen sind bis auf Multiplikation mit Z* = {—1, 1} die irreduziblen Ele-
mente in Z (die gdngigen Primzahlen, aber auch z.B. —2).

DieIF, = Z/(p) flr Primzahlen p sind die einzigen Restklassenkorper in Z.

(4) Fiir jeden Korper K ist K [x] ein HIB (sogar ein Euklidischer Ring) und die irreduziblen Polyno-
me in K[x] sind gleich den Primelementen in K [x] und gleich den irreduziblen Elementen in
Kx].

Die Resklassenkorper von K [x] sind alle von der Form K[x]/(p (x)) mit p(x) irreduzibles
Polynom.

Satz 6.3.13:

SeiR einHIB,a € R/(R* u{0}). Dann gibt es im Wesentlichen genau eine eindeutige Faktorisierung
in Primpotenzfaktoren (Primfaktorzerlegung), d.h. 3a4,...,a, € R primmita=a;---a,.

Die Eindeutigkeit bedeutet: Ista = b,---b,, eine weitere Zerlegung in Primelemente, so ist m = n
und nach Umnummerierung a; ~ b;Vi € n.

Beweis zu 6.3.13:
(analog Z.)
Ist a irreduzibel, so ist a schon prim und wir sind fertig, sonst ist a irreduzibel, spricha = be mit b,c ¢ R*.
Fahre mit b und ¢ fort und zerlege sie weiter. Falls dieser Prozess etwa fiir b nicht aufhért, dann haben wir
eine unendliche Teilerkette

...|bi+1|bi|...|b1=b|a
konstruiert und die unendliche Idealkette

(a) = <l3[}) c{by)c...

Definiere I :=J;¢(b;,) 2R. =1 ={(d)

Dadel=J¢b)y:Jimitde(b,): (b;)=(b;) Vj=i } (echte Teilerkette/Idealkette)

i=1

Die Eindeutigkeit: Seia =a;---a, =b;---b, mita;,b; irreduzibel. Da a; primist = 3;j : a4 | b;.Dab; irredu-
zibel, folgt a; ~ b;, usw. (Induktion).

6.4 Moduln iiber HIB
6.4.a Der Struktursatz

Die e.e. Moduln haben eine schéne Form fiir Normalformen, die Bézout-ldentitat. Algorithmisch zuganglich sind
also Euklidische Ringe, in denen man die Bézout-ldentitat durch den Euklidischen Algorithmus erhalt.
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Definition 6.4.1: TORSION
Sei R ein IB und M ein R-Modul. Ein m € M heil’t Torsionselement, falls das Annihilatorideal
Anngp(m):={reR|rm =0}

von Null verschieden ist.
Der Torsionsmodul, also der Teilmodul aller Torsionselemente, wird mit T' (M) bezeichnet.

(Beachte: R ist kommutativ, sonst wére die Behauptung , T (M) Teilmodul”i.A. falsch.)

Der Modul M heilt torsionsfrei, falls T (M) = {0} ist (,nahe VR").
M heildt Torsionsmodul, falls M =T (M) (,weit weg von VR").

Es g||t AnnR (M) = ﬂ AnnR (m).

meM

Beispiel 6.4.2:

Sei R ein HIB mit K := Quot(R).
(1) K ist ein nicht-endlich-erzeugter, torsionsfreier R-Modul.
Beweis: spater.
(2) K/R ist ein nicht-endlich-erzeugter Torsionsmodul.
Beweis: Noch zu schwierig fiir uns.
(3) Jeder freier R-Modul ist torsionsfrei, insbesondere xR = R ist selbst torsionsfrei.
(4) Ist M beliebier R-Modul, so ist M/T(M) torsionsfrei.
Beweis:
SeimeT(M)<M.In M/T(M) gilt damit: m + T(M) = 0+ T (M).
>m+T@M)istin M/T(M) nur das triviale Torsionselement.
Gibt es noch andere Torsionselemente in M/T(M)?
Sein € M so, dass n + T (M) ein Torsionselement in M/T(M).

=>3dJreR\{0}: r-(n+TWM))=0+T(M)
S (rn)+TWM)=0+T(M)
orneT(M)
€R\{0}
=>3daecR\{0}: ?nzo
=>3se R\{0}: sn=0=Anny (n)2{0,s} ={0,ar} # {0}

Alsoist n € T(M).
=>T(M/T(M))={0+T(M)},d.h. M/T(M) ist torsionsfrei. O

(5) Jeder zyklische Modul (sprich, von einem Element erzeugt) ist entweder isomorph zu gk R =R
oder zu R /Ra fireina € R.

Beweis:
R — M ={m), r — rm, Homomorphiesatz. O

Im letzten Fall haben wir einen Torsionsmodul. ¢ -1 =@ = 0
Obwohl R /Ra und R/{a) als Abelsche Gruppen und als R-Moduln isomorph sind, schreiben

wir RR/Ra, um von Faktormoduln zu sprechen, und R/{a), wenn wir von Restklassenringen
sprechen. Da Anng (R/Ra) = {a), ist R/Ra ein R/{a)-Modul, und als solcher sogar frei.

(6) Endliche direkte Summen der Moduln aus (5) sind typische e.e. R-Moduln.
(7) Faktormoduln von R™*! sind alle e.e. R-Moduln, wie wir bereits wissen.
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ZIEL: Wir wollen zeigen, dass die Moduln aus (7) nicht allgemeiner sind als die Moduln aus (6), also jeden Modul
aus (7) auf einen Modul der Form aus (6) zuriickfiihren. Sprich: Jeder e.e. R-Modul von einem HIB ist eindliche
direkte Summe von zyklischen R-Moduln (d.h. Moduln der Form xR und zR/Ra).

Lemma 6.4.3:

Sei R ein IB und (ey,...,e,) die Standardbasis von R™*!, also ein freies EZS des freien Moduls
Frp(n)=R"". Sei Z>0 3 k<nundd,...,d; €R\{0}. Dann gilt:

nx T k
R 1/(d1€1,---,dkek> = (@Rei)/(®Rdiei)

Re; i/Re,d; ® @Rel

i=k+1

n

I

O 1D-

RR/Rd @R(n —k)x1

Il
=

i

Falls in dieser Situation noch zusatzlich d; |di+1 Vi € (k — 1) gilt, so nennt man das Tupel (e, ...,e,)
und (d;eq,...,dre;) kompatible Basen, genauer: ein Paar kompatibler Basen (Basis = freies EZS).

Was bringt das? Man darf ,modulo” mit Eintrdgen vertauschen! Z.B.: (:1) = (_)
2

Beweis zu 6.4.3:
Es gilt:

R™!= {Zre reRr” }zéRei
i=1

(die1,...,drep)p = @Rdiei

i=1

nx T k
E 1/<dlel>---:dkek> = LG:?Rei @Rdiei
i=1

Sei
¢: EBRez* @Re /R, ® @ Re,
i=k+1
Zriei'—>(2riei+Rdiei)+ Z rie;
=1 =1 i=k+1

¢ ist ein R-Modulhomomorphismus und surjektiv, und Kern¢g = (d;e;,...,d,e;).
Nach dem Homomorphiesatz gilt:

(@Rei)/(dlel,...,dkek) = (@Rei)/Kern(p _Blld(p @Re /Rd e; ® @ Rel

i=k+1
Sei k
1// . Rnxl —’®RR/RdL eB}B(n—}e)xl
=1
r
—(ri1+Rd;,...,r,+Rd;,r1i1,-..,70)

rn

w ist R-Modulhomomorphismus und surjektiv (entspricht dem natiirlichen Epimorphismus in den ersten %

Komponenten, danach der Identitat), und Kerny = (d;ey,...,d,e.)g.
Aus dem Homomorphiesatz folgt die Behauptung. a

Lemma 6.4.4:

Sei R ein HIB, M = R™*! ein freier R-Modul vom Rang n. Dann ist jeder Teilmodul von M wieder
endlich erzeugter freier R-Modul vom Rang % < n, d.h. auf % freien Erzeugern.
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Beweis zu 6.4.4:
Der Fall n = 1 ist klar: Man hat Teilmoduln von xR nur R (frei von Rang 0) oder R/Ra (frei von Rang 1),
also (Haupt-)ldeale von R, erzeugt von einem Element.
Seinun T < M und (ey,...,e,) die Standardbasis von M = R™*'. Zu der Zerlegung M = Re; ® {es,...,e,)z
gehort die Projektion

T M —Re;

Zmiei ——mie;
i=1

Dannist 7(T) < Re;. Im Fall n(T) = {0} < Re, greift die Induktionsannahme, da
dann dieser Teilraum T = Kernz|, < (es,...,e,) = R"~ L.
N—— —

Kernn

Im Fall 7(T) = Rde; fiir ein d € R \ {0}:
Beachte: 7 (T) ist frei auf de;. Wahle ¢t € T' mit 7 (¢) = de;, dann definiert

t1:Rde;, —T
d61 —1

einen R-Modulhomomorphismus und es gilt:

T = Rt ®Kernx|,
~—~
Bild:

Wegen Kernn\T <{es,...,e,)g konnen wir die Induktionsannahme verwenden und sind fertig. O

Wir wollen jetzt die Existenz kompatibler Basen beweisen, indem wir sowohl beim Teilmodul R**! = T als auch
bei R™*! = M Basistransformationen vornehmen.

Bemerkung 6.4.5:

Sei R ein Ring kmE.

(1) Die Beschreibung von Homomorphismen von freien R-Moduln in freie R-Moduln (alle e.e.)
geschieht wie bei VRen durch Matrizen bzgl. Basen.

(2) Automorphismen von freien R-Moduln (vom Rang n) werden durch invertierbare quadratische
Matrizen in

GL,(R):=(R"")" ={AeR""|detAcR"}

beschrieben, der generellen linearen Gruppe iiber R.
Sei nun R ein HIB.
(3) Fira,beR\{0} mitggT(a,b)=:d gibtess,te R mitsa+tb=d.
Es gilt

S
G|

i)eGLZ(R)
d

b
d

i -

Hauptsatz 6.4.6: STRUKTURSATZ FUR R-MODULN

Sei R ein HIB und C € R**". Dann existieren A € GL, (R) und B € GL,, (R), sodass

mitd;, € R\{0}, I <min{k,n}und d; |d;., firie(-1).
Die Matrix ACB nennt man Smith-Normalform (SNF).
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Beweis zu 6.4.6:
Setze C, := C. Wir flhren invertierbare Zeilenoperationen durch und erhalten Cy:= A,C;, C5:= A,C,, ...,
C,:=A,_,C,_;, sodass die erste Spalte von C, gleich (d, 0,...,0)" € R**!. Dabei sind A; Permutationsma-
trizen (Ver;) oder der Form

U(a,b) 0 kxk
( 0 I, €ER

wenn die obersten 2 Eintrdge der Spalte a,b der jeweils ersten Spalte von C; von Null verschieden sind.
BEACHTE: d ist der groRte gemeinsame Teiler aller Eintrdge der ersten Spalte von C;.
Danach fiihren wir invertierbare Spaltenoperationen durch und erhalten C,,; :=C,By, ..., C,,,:=C,,,_1B,,
sodass die erste Zeile von C,.,, gleich (d’,0,...,0) ist. Dabei sind die B;s Permutationsmatrizen (Ver,,) oder
von der Form

ur 0

(a,b) kxk

( 0 InQ) €R
wenn die ersten 2 Eintrage a, b der jeweils ersten Zeile von C; von Null verschieden sind. Klar: d’ | d
Aber leider ist die erste Spalte von C,.,, eventuell wieder verschmutzt und wir miissen die Zeilenoperationen

wiederholen. Da aber R keine echten Teilerketten besitzt, hat man nach endlich vielen Schritten ¢ eine Matrix
der Form

[(di]| O
e=[5ter)
Rekursives Anwenden der Methode auf C’ liefert nach endlich vielen Schritten Matrizen

A'eGL,(R), B'eGL,(R)

sodass
dq
C'=A'CB = 0
d,
0 \0
mit d; € R \ {0}.

Sollte fiir ein i noch die Bedingung d; |di+1 verletzt sein, sind noch weitere Umformungen notwendig: Berech-
ne im betroffenen Teil der Matrix

1 1\(d; 0 ) _(di din
0 1J{0 dii) |0 di
Also erhalt man eine Matrix, die man mit anfanglicher Methode wieder auf die Form

ggT(d;,d;.1) 0
O kgV(diadi+l)

transformieren kann.
Nach endlich vielen Schritten haben wir unser Ziel erreicht. O

Ubung 6.4.01: SNF UBER EUKLIDISCHEN BEREICHEN

Fir Matrizen iber Euklidischen Bereichen kann man einen anderen Algorithmus verwenden, der
immer Elemente mit dem groRten v-Wert abbaut.
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Beispiel 6.4.7:
H 2 2x2
SelR:ZundA:( 7)€Z .

ggT(6,8) =2

-1 1

Ul = U(6,8) = (_4 3

) e GLy(Z)

U4 = (0 13)

ggT(2,5)=1
3 -5
W, = (_1 9 ) € GLy(Z)

1 0
UlAWF(—13 26)
10
U2:=(13 1)€GL2(Z)

1 0
U2U1AW1 = (O 26)

und 1|26. v/

Definition 6.4.A1: BEZOUT-RING

Sei R ein IB. R heil’t Bézout-Ring, falls fiir a,b € R immer ein d € R existiert, sodass {(a, b) = (d).

Bemerkung 6.4.A2: BEZOUT-IDENTITATEN

(1) SeiR ein IB. R ist genau dann ein Bézout-Ring, wenn es fiir alle a, b € R eine Bézout-ldentitit
gibt,d.h. 3s,t e R : ggT(a,b) =sa+tb. Es gilt dann (a,b) = (ggT(a,b)).

(2) Jeder HIB ist ein Bézout-Ring.

Man kann alles, was wir bisher fiir HIB definiert haben, auch in beliebigen Bézout-Ringen anwenden.
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Beispiel 6.4.8: SIMULTANE KONGRUENZEN
Die simultanen Kongruenzen

x1+x3,=0 modZ
1

xl—xgzz mod Z

sind fiir x1,x, € R zu [Gsen.
Wir schreiben dies als erweiterte Matrix:

Ax=b modZ
(1 1 0)
1 -1 i

und fiihren Zeilenumformungen auf die erweiterte Matrix (die wir uns nicht merken miissen) und
Spaltenumformungen auf den linken Teil (,Hauptteil”) der Matrix, die wir uns aber merken miissen,

aus.
Ax=b modZ
UAx=Ub modZ
@UAW(W‘lx)EUb mod Z
=p —>
orIWy 11
w=lo
1 110 U 1 110 w 1 0|0
1 -1+ 0 -2|1 0 2|1
Zu losen:

Dy=Ub modZ
y1=0 modZ

1
2y, = 1 mod Z

Y1 1 O) (0) .
= D= Ub = dass das = b, ist Zufall!
y (yZ), (0 9’ i (dass das , ist Zufalll)
y1=2zy mitz, €7,

1
2y2_1222 mit22€Z

mit 21,29 € Z

Die endgliltige Losung ist

L (1 1) 2 )[4zt 32e
w=wr=lo 4[]0

mit 21,29 € Z

8
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Beispiel 6.4.9: LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEME MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN

Lineare DGL-Systeme mit konstanten Koeffizienten erweisen sich als Kongruenzensysteme iiber
R [x] oder C[x]. Solange die rechte Seite Null ist, ist keine aufwandige Analysis notwendig. Im
inhomogenen Fall braucht man aus der Analysis die Methode der Variation der Konstanten.

Seien x;,x,,x3 unendlich oft diffbare Funktionen auf R, oder Elemente von R[[#]].
Gesucht sind Losungen des DGL-Systems:

! ’ n_
X~ Xy +x3=0

x1+x5+2x3=0

x' ist Ableitung von x. In R[[x]]: (i a,vx") = i ia;x' "1 (gliedweise)
i=1 i=1
In Matrizen:
X1 2
0y . D -D D
cxzc(?):(o)m.tcz(l 2o
3

mit D € R[D], wobei D auf x; wie die Ableitung nach ¢ wirkt: Dx; = !

Cx=O©UCW(W_1x) =0

——
=y
D -D D3 v (1 -D? Dlw (1 0 0
1 D2 D|/7|o -D-D® o) |0 D+D® 0

1 D* -D
mit U = Ver,;(1,2)Add,(1,2;D) und W=]0 1 0

0 O 1
)1 0
Dy=0 " =
= (y2 +3’2) (0)

Es gilt (Analysis/Physik):
vy +yy=(ys+ys) =0
Sy +y2=acR
& yo=a+bsint+ccost, b,c € R (harmonischer Oszillator)

Somit folgt flr unser y:

Y1 0

yo | =|a+bsint+ccost

Y3 f @)

X1 bsint +ccost— f'(t)
X |=Wy=| a+bsint+ccost

=>x=

wobei f (¢) € R[[¢]] beliebig.
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Hauptsatz 6.4.10: HAUPTSATZ UBER ENDLICH ERZEUGTE R-MODULN

Sei R ein HIB.

(1) Ist M endlich erzeugter R-Modul, so gibt es s,t € Z., und dy,...,d, € R \ (R*U{0}) mit
d;|di1 Vi€ (t—1), sodass

t
MR%Rsxlea@R/Rdi
i=1

(2) Gilt
t t
R e@R/pd, 2R o DR /R4,
i=1 R i=1 !

mit s,t,s',t' € Zo und dy,...,d;,d},...,d, € R\ (R*u{0}) mit d; | d;;1 Vi € (¢t—1) und
di|d;,, Yie'-1),sogilts'=sund ¢ =¢tundd; ~d} Vie(t—1).

Man nennt s =: Rang (M) den Rang (genauer: torsionsfreier Rang) von M und die d; sind die
Elementarteiler von M.

Beweis zu 6.4.10:
(1) Folgt sofort aus den vorangegangenen Lemmata und Satz 6.4.6:

M bis auf Isomorphie gegeben als Faktormodul R**! /N, wobei der Teilmodul N < R**! durch die
Spalten einer & x n-Matrix C gegeben ist (C € R**", n beliebig).

Invertierbare Spaltenumformungen von C sind Ubergénge zu anderen EZS der Teilmoduln N. Invertier-
bare Zeilenumformungen von C sind Ubergéange zu anderen Basen von R***.

Sei D die Smith-Normalform von C. Dann gilt:

s

M=R"[c . c V=R /ip . D)
ER/Rdl @...@R/Rdt@R@...@R

s

=T(M)
t
=@ rE/rq, R
i=1

mitd; e R\ (R* u{0}).
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Ubung 5.2.ii:

SeiB=| 7 | |€Z M:=(B_ ... B ,)<Z".

Da 2 } 3 f 1, berechnet sich die SNF von B folgendermafen:

ggT(2,3) . - 1 -
kgV2,3) - | |- 6
. 1 - .

1 . . . .
- ggT(6,1) : o 1 |
. . kgV(6,1) |7 - - .| =SNF(B)

Nach 6.4.10 gilt also

7% [y = 7 [SNF®)., ..., SNF®B)_,) = Z/z,0 Lz o Llez o 72

und der Modul hat damit Rang 2, mit einzigem (echtem) Elementarteiler 6.

w

ei im Folgenden R ein HIB.

Korollar 6.4.11:
Sei M ein e.e. R-Torsionsmodul mit Ann(M) = (d). Ist d ~ [; p}* die Faktorisierung von d in Po-

tenzen von Primelementen.
Dann ist M ebenfalls ein Modul iiber dem Restklassenring

R /annn) = R /iy = B (1, 7).

der sich nach dem chinesischen Restsatz wie folgt zerlegt:
Ry =XR [(pr)

und entsprechend zerlegt sich M nach 6.2.11 als
M= fipr)| M =@M fpiim

und M /p}" Mistein R/(p}")-Modul.

Ist p € R prim, so sind die e.e. R/(p”)-ModuIn durch endliche monoton steigende Folgen a natiir-
licher Zahlen < n. Die Folge a = (a4, ...,a;) liefert den Modul

t
RR/Rpal @...QRR/RP(” :®RR/Rpai
i=1
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Beispiel 6.4.12:

SeiM = Z/3Z & Z/6Z & Z/24Z =T (M) ein Z-Torsionsmodul.
Dann ist Ann (M) = (24) und M ist ein Modul iber dem Restklassenring

~

Zlannon = Zjoay = Z[3) <L)

n.

Entsprechend zerlegt sich M als

(Z/igy)Me(Z)igy)M=Mfspre Mgy
=2/37+37)® ZL/67+37)® /247 +37)
©2/37,+87)® L/67+87)® L/247 +87)

ggT(3,3) ggT(3,6) ggT(3,24) {0}

=23z, 237,823z Llz,6 Loz e Ljsy,

Korollar 6.4.13:

Sei M ein e.e. torsionsfreier R-Modul.
Dann ist M frei (von endlichem Rang).

. . nx1
Vgl. Hauptsatz: M—Rf | ®R/Rd, ®-—~&R/Rd,
rel

Dies ist fiir R = Z[x] falsch (kein HIB):
Betrachte (2,x) < R. Dieser Teilmodul ist torsionsfrei, aber nicht frei (s. Homomorphiesatz).

Dies ist ebenfalls falsch fir nicht e.e. R-Moduln!
Ist z.B. R =7, so ist Q) ein torsionsfreier Z-Modul. Jedoch ist @ nicht frei.
Denn je zwei rationale Zahlen ¢, < € Q erlauben eine nicht-triviale Z-Linearkombination der Null:

(mita,b,c,d € Z)

a
b

Korollar 6.4.14:

Sei R ein HIB mit K := Quot(R) # R.
Dann ist K ein nicht e.e. torsionsfreier R-Modul.

Beweis zu 6.4.14:
K ist R-Modul viar- ¢ := 2 fira,b,r € R.
K ist torsionsfrei:

t 0
%eT(K):EItER\{O}:t%z%zOzzzbta=O:a:O:>%:0
= T(K) = {0}
K ist nicht e.e., denn, angenommen, K = <Z_1""’Z_2>R'
SVKEK:K_r1ﬂ+---+rka—k:r1a1b2‘“bk+.”+rkakbl.“bk_1 — 1 €< 1 >
b, b, bi---by bi---by bi---by
1
:>K:< >
bi--br/g
“Vr=R
undmitRcK=R=K 4 zurAnnahme K #R. O
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Ubung 5.4.iii:

Sei K ein Korper, R := K [x]/(x").

GESUCHT: Alle e.e. R-Moduln, die als K-VR Dimension 5 haben.
K[x]istHIB, x € K [x] ist prim.

Nach 6.4.11 gilt: Alle e.e. K [x]/(x®)-Moduln sind von der Form

k
@K[x] K[x]/(xai) , a; <5 monoton steigend, £ € IN
i=1
K[x]/<xi> Saix M+ tax +ag|a; e K= (a7 xt ) %)
als K-VR-Isomorphismus. (z.B. R[x]/{x*+ 1) = R[x]gm4-2)

= Dimyg (kK [x] /0y ) = a;
Dimg (V ® W) = Dimg V + Dimg W

= Suche alle Partitionen von 5. = Alle e.e. K[x]/(x*”}-Moduln, die als K-VRe die Dimension 5
haben, sind isomorph zu:

. KUxl/()

+ K[x]/(x*) ® K [x]/(x)

-« Klx]/(x*) ® K[x]/(x?)

-+ K[x]/(x®) ® K[x]/(x) ® K [x]/(x)

-+ Klx]/{x*) ® K[x]/(x*) ® K [x]/{x)

« K[x]1/{x*) ® K[x]/{x) ® K [x]/{x) & K [x]/(x)

* K[x]/{x) & K[x]/{x) & K[x]/{x) & K [x]/{x) & K [x]/{x)

6.4.b Hauptsatz iiber endlich erzeugte Abelsche Gruppen

Z-Moduln sind nichts anderes als Abelsche Gruppen!

z

—_—
a+---+a z>0
€Z
(A,+), z-a:=104 z=0
€A

—(a+---+a) z<0
———

z

Korollar 6.4.15: HAUPTSATZ UBER ENDLICH ERZEUGTE ABELSCHE GRUPPEN

Sei G ={(g1,...,8,) eine e.e. Abelsche Gruppe.
Dann gibt es r,¢ € Zo, f1,-..,frsR15...,h, €Gund dy,...,d, € Z mitd;|d;.; Vi€ (t—1) mit

r t
G=<f1>><---><<fr>><<h1>><---><<ht>=ﬁ(fi>X§<hi>

t
=7 ljqgz0-02L]q7 =7""'e@DZ/yz
i=1

Die Abelsche Gruppe G ist genau dann endlich, wenn ihr Rang als Z-Modul Null ist, bzw. sie als
Z-Modul ein Torsionsmodul ist. In diesem Fall ist |G| =d;---d, und G ist ein Modul iber Z/(dt>
bzw. Uber Z/(d,---d;) = Z/{IGI).
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Korollar 6.4.16:

(1) Sei G eine endliche Abelsche Gruppe der Ordnung |G| = p7*--- p’.
Dann ist G ein Z/<H§:1p;‘i>-Modul. Dieser Ring ist nach dem chinesischen Restsatz

=X Z/(pm)

Dementsprechend lasst sich G eindeutig schreiben als
i=1 i=1

wobei [P;| = p} ist.
(2) Sei P eine Abelsche Gruppe von Primzahlpotenzordnung |P| = p" > 1 (,endliche Abelsche
p-Gruppe®). Dann gibt es ein eindeutiges te Nunda; <---<a, e NmitY!_ a;, =n und

P= Z/palZ DB Z/patZ

Beispiel 6.4.17:

Klassifiziere die Abelschen Gruppen mit 24 Elementen.
— zerlege 24 als 23 - 3! und fange an, die Exponenten zu partitionieren: Wir erhalten 3 Abelsche
Gruppen (bis auf Isomorphie).

(1) Z/247 = 7,/8Z & 7./3Z
entsprechend der Partitionen3=3, 1=1
(2) Z)2Z © 2.]AZ © Z./]37 = 7.]2Z. & 7./ 127
entsprechend der Partitionen 3 =1+ 2, 1 =1, und die Isomorphie wegen

2 . . 1 - -
(. 4 )SWNF( 2 ) (und Z /17, ={0})
. . 3 .- 12

() Z/2Z 0 Z)2Z. & 7./27 & Z/3Z = 7./]27 & Z./]2Z. & 7./ 6Z
entsprechend der Partitionen 3=1+1+1, 1 =1, und die Isomorphie wegen

2 . . . 1
- 2 - ofsNF]- 2
A
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Ubung 5.4.i:

Seien p,q,r € IN paarweise verschiedene Primzahlen und n := p3¢®r.

GESUCHT: Alle Abelsche Gruppen mit Ordnung n.

Nach 6.4.16.(1) ist jede Abelsche Gruppe G der Ordnung nein Z/(n) = Z/{p®) x Z./{q*) x Z./ (r)-
Modul, und damit

G:G/p3G@G/q2GQ;G/rG

mit |G/p’G| =p? |G/q*G|=q? |G/rG|=r.
Fir diese gilt nach 6.4.16.(2) allerdings dann, dass

3
G/p3G = Z[p37, oder = Z 27,0 Z [y7 oder =D Z /p7,
i=1

G/q2G = Z/qZZ oder = Z/QZ ) Z/qZ
G/rG = Z/rZ

Bis auf Isomorphie haben alle Abelsche Gruppen der Ordnung r also eine der folgenden 3-2 =6
Formen:

* Lz e Lz e L)y,

c LYz 0L pz e Llpg e Ly,
*Lhrelprelipr e Ll e Ly,
*Lipzellqre gz e Ly,

c Lz ez eLlqz e Ly © L)y,
*ZlpzellprelipreLlgr.L/qz, 0 L /r7,

Ubung 5.4.ii:

GESUCHT: Alle Abelschen Gruppen der Ordnung 3125.

Da 3125 = 55, haben die Abelschen Gruppen dieser Ordnung eine der folgenden 7 Formen:
+ Z/31957,
* Zfe257.9 Z/57,
+ Zhosz e Lfosy,
* Zhosz, 0 Lsz 0 L5z,
 Lhosze Lissz 0 L5z,
* Zfosz,0 Lsz,0 L5z, 0 L5z,
*LlszeLlszeLlsz e L5z, 0 L5z,

Korollar 6.4.18: ELEMENTORDNUNG

Sei G eine endliche Abelsche Gruppe und a € G.
Das n € IN mit {(n) = Anny (a) nennt man Ordnung von a.

Es gilt ord(a) = [{@)| und ord(a) | |G|.

Existiert ein a € G, sodass G = {a), so heil’t G zyklische Gruppe.
C,.:=(Z/mZ ,+) ist bis auf Isomorphie die einzige zyklische Gruppe der Ordnung m € Zi.,.
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Wir wollen unsere Ergebnisse jetzt auf Einheitengruppen von Restklassenringen Z/(m) von Z anwenden.

(Z/omy)" = {a+mZ|aein-1), ggT(@m =1}

Definition 6.4.19: DIE EULERSCHE (p-FUNKTION

9: N—1WN, n—|(Z/ny)’

Bemerkung 6.4.20:

(1) KLEINER FERMAT'SCHER SATZ
Sei p € Z Primzahl.

=)= |(Z/) | =p-1

Insbesondere gilt fiira € Z, dass a”? =a mod p (¢ a”1=1 mod p).
(2) Ist p eine Primzahl, so ist

(Z/p”Z)* = Z/p"Z\P(Z/p”Z)
alsop(p")=p"-p" '=p" " (p-1).

(3) Istm=T1] p;‘j mit paarweise verschiedenen Primzahlen p; und a; € IN, dann ist
j=1

Zfimy =X % / (p})

nach dem chinesischen Restsatz also auch
Z ¥ = y Z a; :
(Zem) =X (% /i52))

S

(4) Ist m wie oben, soist p(m) = ¢ (py*) - ¢ (¢) =[1p} " (p; - 1)

J=1

@ effizient (ohne Primzerlegung) auszurechnen, ist ein bisher ungeldstes Problem.
d |1]2]3|4]6[12]%
o@ | 1]1]2]2[2] 4]

Lemma 6.4.21:

Seim e N. Dann gilt: ) _¢(d)=m

d|lm

Beweis zu 6.4.21: .
Seim=1] pj". Fiihre Induktion iiber n:= Y. a;.
=1 j=1

Falln = 17 m ist Primzahl.
> +epP)=1+(p-1=p

Induktionsschritt:
m

m _
pd)=) ¢ pild)=—+p (11— =m
Z (d) Z (d)+ Z (pid) +p7( 1) —;
dim m b1 by
R
a7 (V) o(r Yol
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Satz 6.4.22:

Sei K ein endlicher Korper. Dann ist seine Einheitengruppe K* zyklisch.

(Es gilt sogar allgemeiner:
Sei K ein Korper und G eine endliche Untergruppe von K*. Dann ist G zyklisch.

Beweis zu 6.4.22:
Betrachte (K*,-) als Z-Modul iiber z-a :=a* flirzeZ, ac K*.
Wir zeigen: Fur jeden Teiler d von |K*| = |K| -1 hat K* genau ¢ (d) Elemente der Ordnung m.
Denn: Sei ¢ (d) = l{a € K*|ord(a) = d}|. Dann gilt mit 6.4.18 die Implikation

df(KI-1)=>y(d)=0
Ista € K* und ord(a) = d, so ist {(a) die Menge der verschiedenen Nullstellen von x¢ — 1 € K [x].
Die Elemente der Ordnung d in {a) < K* sind genau die a™ mit ggT(m,d) = 1.

Aber die Anzahl dieser Elemente ist genau ¢ (d). Also ist ¢ (d) < v (d).
Mit dem vorherigen Lemma

KI-1= ) ¢ds=s ) wd=IK=IK|-1

dI(KI-1) dI(KI-1)
= p(d)=y(d) ¥Yd |(K|-1)
Insbesondere ist w (K| —-1) # 0 und K* = (a) fir jedes Element a mit ord(a) = |K| - 1. |

Satz 6.4.23:
Sei p eine Primzahl, a = 1.
() Istp>2,s0ist (Z/pey) = (2 /pe-17,+) @ (Zip-1)Z,+)
(2) Istp=2, a>2 s0ist (Z/ioey) = (Zjog,)® (L [a-27) 2 L fpe-17

Beweis zu 6.4.23:
(1) Zeige (Z/(p“))" ist zyklisch. (Der Rest folgt aus chinesischem Restsatz.)

Mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes zeigt man: Ist =1 und b € Z mit p *b, dann ist

(1+p°6)° =1+p " cmitceZ,pfc (¥

1+p"(b+p™°-)
| —
pfe
Ista € Z mit(a+pZ) = (Z/(py)", so ist nach Fermat (oder dem Teilersatz)
b

Ty

a’'=1+pbfireinbeZ
Gilt p /b, soist (a + p*Z) = (Z/{p®))" wegen ().

Falls p | b, dann ersetze a durch a + b und erhalte (@ + b + pZ) = (Z/(p®))" durch (x).
O

Damit haben wir die Struktur der Einheitengruppe von Z/(m) bestimmt, denn dieser Ring ist nach dem chine-
sischen Restsatz isomorph zu

2wy o< B o)

falls m = p{*--- p% eine Primfaktorzerlegung von m ist. Also ist seine Einheitengruppe das direkte Produkt der
Einheitengruppen

(%)) = (2 fipey) %% (2 fipey)

was wir bereits in der letzten Bemerkung gebraucht haben.
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7 Normalformen fiir Matrizen

7.1 Ahnlichkeit von Matrizen

ZIEL: Normalformen von Endomorphismen bzw. von quadratischen Matrizen (als Endomorphismen aufgefasst).

Definition 7.1.1: AHNLICHKEIT/KONJUGATION

Sei V ein e.e. K-VR der Dimension n.

(1) Zwei Endomorphismen «a, 8 € End (V) heiBen dhnlich oder konjugiert unter GL (), falls ein
Y € GL(V) existiert mit

a=7yo ﬁ oy_l
d.h. a, B liegen in der selben Bahn unter der Gruppenoperation

GL(V)x End(V)— End (V)
@, @ —yoqoy™!

(2) Zwei Matrizen A,B € K" heilten dhnlich oder konjugiert unter GL,, (K), falls ein g € GL,, (K)
existiert mit

A=gBg™
d.h. A und B sind in der selben Bahn unter der Gruppenoperation

(g, A) ~——goAog™

(3) Sei R ein IB. Zwei Matrizen A,B € R™™ heilten dquivalent (iber R, wenn es ein g € GL, (R)
und ein A € GL,, (R) gibt mit

gAh=B bzw. gAh™'=B
d.h. A und B liegen in der selben Bahn unter der Gruppenoperation
(GL, (R) x GL,, (R)) x K" —K""*™
((g,h), A) —goAoh™

Klar: Aquivalenz und Ahnlichkeit sind Aquivalenzrelationen.

Der Struktursatz 6.4.6 (SNF) kann auch so formuliert werden: Uber einem HIB ist jede Matrix dquivalent zu einer
Diagonalmatrix, wobei die Diagonaleintrage eine Teilerkette bilden.

Ahnliche Matrizen sind dquivalent. Die Umkehrung ist jedoch falsch.
z.B. ist jede Matrix in GL, (K) dquivalent iber K zur Einheitsmatrix I,,, aber dies isti.A. falsch fiir die Ahnlichkeit:

(_01 _01)74(5 (1)) fiir char(K) # 2

Die Matrizen, die einen festen Endomorphismus beschreiben, sind &hnlich (— Basiswechselformel) und bil-
den sogar eine Ahnlichkeitsklasse. Umgekehrt sind zwei Endomorphismen genau dann durch dieselbe Matrix
beschreibbar (iiber verschiedenen Basen), wenn sie konjugiert sind.
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Bemerkung 7.1.2: INVARIANTEN DER AHNLICHKEITSKLASSEN

Ua; X« Sind Invarianten der Ahnlichkeitsklassen, aus denen man z.B. die Spur und die Determinante
ablesen kann.
Fir jedes Polynom p € K [x] ist

End(V) —’ZZO
a— Dim (Kern(p (a)))

eine Invariante.

Bemerkung 7.1.3:

l
Ist 1o (x) = T[] p** die Zerlegung des Minimalpolynoms in normierte, paarweise verschiedene Poly-
i=1
nome p;, dann gilt:
(1) Das charakteristische Polynom ist gegeben durch

l
.
Xoe =[P}, ciz=m;
i=1

(2) Man hat eine kanonische Zerlegung von V in die p;-Hauptraume
V, =Kern (p" (@) = Bild(g; (@) mitg;:= [ p}”
J#i
die alle a-invariant sind, und es gilt V = élvi.
(3) Die Projektionen der Zerlegung sind gegl;ben durch
7; =(a;q)(a)
wobeia; e K[x]mitl=a.q:+ - +a,q,.
(4) Fir die Dimension der Hauptraume gilt:
Dim (Kern (p}")) = ¢; - Grad(p;)

(wobei ¢; die Potenz in y, ist)

(5) Im Fall m; =1 ist Kern(p}" (a)) ein K [x]/{p;)-VR und aus einer Basis iiber K [x]/{p;) kon-
struiert man leicht eine K-Basis, die fiir die Einschrankung von a auf V; = Kern (p}" (a)) die
Matrix Diag (M,,,...,M,,) liefert, wobei M,,, die Begleitmatrix von p; ist.

Wichtiger Spezialfall:

pi(x)=x—a;flira; e K

Dann ist M,,, = (a;) und wir haben vorausgesetzt (m; = 1) eine Basis aus Eigenvektoren fiir
den Hauptraum

Vi = Eai (a)
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Erinnerung:
Furp=x?+ays1x%¥1+---+a;x+a, (normiert und von Grad d in K [x]) ist die Begleitmatrix

0 0 0 —Qy
1 0 —a;
01 :
Mp — eK(lxn’
00
- .0
00 -~ 0 1 -ayg

und es gilt uy, = p.

Ubung 7.1.01: VorUBUNG

Sei K ein Korper, V ein K-VR mit DimV =n € N, @ € End (V) mit u, = p” fir p € K [«] irreduzibel,
normiert und r € IN.
Dann produziert der Algorithmus zur Berechnung des Minimalpolynoms p,, einen Vektor V € )V mit

Ha,v = Ha-

Beweis:
Wegen u, =p’, tov | U YV €V und p irreduzibel, gilt im i-ten Schritt des Algorithmus:

(1) IJ'Uc,VL' :pr," riSI‘.

(2) Uai = kgV(/JmV” ,ua,V,-,l) =kgV(p™, p"i-1) =pmax{ri, rio1} =pli= Hav,

= d.h. in jedem Schritt des Algorithmus gilt p,; = tav, -
Da der Algorithmus terminiert, und im letzten Schritt p,; = p, gilt, existiert also ein V € V mit p,v = to.
Dieses V entsteht immer im letzten Schritt (V;). O

Definition 7.1.4: ZENTRALISATOR

Sei V ein e.e. K-VR der Dimension n und a« € End (V).
Dann heil3t

Crnavy (@) :={f € End(V)|oa = ao p} = End(V) (Unteralgebra)

der Zentralisator bzw. die Zentralisatoralgebra von a.
Fiir A € Kn x n ist die Zentralisatoralgebra von A definiert als

CKnxn (A) = {X € Knxn

XA=AX}
——

szentral”

Bemerkung 7.1.5:
Cknaov) (@) ist Kern der linearen Selbstabbildung

End (V) — End (V)
Y—Yoa—aoy
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Beispiel 7.1.6:

(1) IstAeK*2 mitA = (8 (1)) so ist

cKnxn(A)={(g 2) a,b(—:K}
& oo Y- 2la 5)-(o o
(o 5)-a o) =% 80 o

©c=d=0
0 1

@4 Fylx] —F5®
x—A

Esist Bildgpa =Fy[Alund Kernga = (x* +x+ 1) = (4.
Fy[A]= Fol) [ 4 v 4 1) 2,
(3) Betrachtet man die Blockdiagonalmatrix

A 0 4x4
(—‘—0 A )e I,

so ist ihr Zentralisator isomorph zu F2*2,

@ Fird=(] 1) €F3? (4 =Moo ist Crpa () = FLL41=E,

Satz 7.1.7:

Sei a € End (V) etc. wie in 7.1.3.
Setze V;==m;(V) = qi(@)(V), a; = a|vi Vi— Vi

(1) Fir e Cruavy(@)und 1 <i #j <1 gilt:

ﬂioﬁoﬂj:()

!
ﬁ:Znioﬁoni
i=1 S—~——

€CEna(v;(@i)
und

!
Cena) (@) = icEnd(Vi)(ai)

d.h. B respektiert die Zerlegung von V in Hauptraume und somit gilt insbesondere

2) Sei u,(x) = xq.(x), also das MinPoly und das char. Polynom stimmen (berein. Dann ist
u X
(idy,a,...,a") mit n = Dim eine K-VRbasis von Cgnan) (@) und Cgnao) (@) = K [al.

Beweis zu 7.1.7:

(1) Da B € Cguaov) (@) mit a vertauschbar, ist es auch mit jedem Polynom in a vertauschbar, insbesondere
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mit den 7;s. Damit folgen die ersten Aussagen.

Weiter ist 77; € Cgnao) (@) fur jedes i und als Polynom in «a ist 7r; mit jedem Element in Cgna0) (@) ver-
tauschbar.

Daher ist mitidy, = Y''_, 7; auch

!
Cini) (@) = P 7;Crnaev) (@)

i=1
und 7; Cgnaov) (@) = Cgnav, (@)

(2) Aus der Voriibung schlielBen wir, dass jeder Hauptraum V; einen Vektor V; enthalt, dessen MinPoly
Mo,v, = P, ist. Wegen u, = x, liefert die Summe dieser Vektoren einen Vektor V := ¥, V;, dessen
MinPoly p, v = p, ist.

Unter diesen gegebenen Voraussetzungen ist (V aV),. ”*1(V)) eine Basis von V.
Seinun B € Cgpayy (@) und B(V)=V' =31, Lb,al (V) fiir geeignete b; € K.
Dannist f(a(V)) = a(B(V)) = a(V’) und allgemeiner:

B(a’/ (V) =a’ (V'),also B(a’ (V)) = (Zb oc) (a/ (V)

= p=Y,b;a',da(a®(V),...,a""(V)) ein EZS von V.

Ubung 7.1.02:

Im Falle g, = x4 ist Cgnao) (@) als K-Algebra isomorph zu K [x]/{,) .

Ubung 7.1.03: 7.1.7 FUR MATRIZEN

! 1
Sei A€ K™, ps(x)= 1 p}" und yo = [1p;, c; =2m,.
i=1 i=1
Setze Vi =TT (Knxl) =q; (A) (Knxl).
(1) Fir B € Cgnxn (A) und Basis 3; von V; (i €1) ist

Bi = BiEBi |V' € CKdi"di (Ai), di = DlmV,
und damit gilt fiir eine der Zerlegung angepassten Basis B von K**":

°B” =Diag(By,...,B)
CKnxn (A) = {Dlag(Xl,...,Xl)|Xi € CKdiXdi (Az)}

(2) Seipa =yxa.Dannist (I,,A,...,A" ') eine K-VRbasis von Cgn«n (A) und Cgnxn (A) = K[A].

Die Situation aus 7.1.7.(2) hat einen Namen:

Definition 7.1.8: ZYKLISCHER VR

Sei @ € End (V). Jeder Vektor V e V mit (V),:= K [a](V) =V heil’t zyklischer Vektor von V' bzgl.
a. Falls ein solcher existiert, heifit )V zyklischer Vektorraum bzgl. a.
In Modultheorie: zyklischer K [x]-Modul.
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Bemerkung 7.1.9:

V ist genau dann zyklisch bzgl. a, wenn y, = y, < Grad gy, = Dim ).

Beweis zu 7.1.9:
»<=" SeiV zyklisch bzgl. @ € End(V),d.h. 3V eV:V=K[a]V.

DaV =K [a]V,wabhle fiir den Algorithmus fiir das Minimalpolynom ebendieses V. Dann gilt sofort:
W:=Kl[a]V =V

somit ist t, vy = Uq.
Es folgt auch, dass man aus K [a]V leicht eine Basis fiir }V konstruieren kann:

V=(V,a(V),a*(V),...,a" " (V)) (linear unabhingig), n:=Dim )V

Im Algorithmus wird y, v konstruiert aus genau diesen basiserzeugenden Polynomen g, (x) := x':
fhov () =)_a;q;(x) mit )_a;q;(@)(V)=0
i=1 i=1
Somit ist Grad , v = max(Gradq;) = Gradg, =n =Dim ).

Es giltimmer Grad y, = DimV = n und normiert. Hier ist p, v = 1, und p, per Definition normiert, und
Ua | X« Nach Hamilton-Cayley. Damit ist, zusammen mit dem gleichen Grad, u, = x..

=" Sel Uy = Xq-
Nach der Voriibung gibt es in jedem p;-Hauptraum V; von V einen Vektor V; mit po v, = tay,, = p;"" mit
p; € K[x]irreduzibel und normiert, m; € IN.

1 l
SeiV:i=) V,e @V, =V.Esqilt

i=1 i=1

0=7; (Uav(@)(V)) = ﬂi(gaovl +o+aza (V1)1+"'+£aow +o+azat (Vz)))

~ ~
€V eV

=agV;++apat (V)
> fav, | Moy | Xa =P D] Vi
= Ha ::17T1"'1771|LQLV |Xa

O
Beispiel 7.1.10:
H — 00 2x2
SelA—(0 1)EK .
Ist K2*1 ein zyklischer VR bzgl. A?
pa=pz=@x-0)(x—-1)
= Gradp, = DimK*!' =2
= zyklisch bzgl. A.
0 0O
FirB=|0 1 0|eK>%istug=(x—0)(x—1).
0 01
= Grad g = 2 # Dim K3*! = 3 = nicht zyklisch bzgl. B.
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7.2 Normalformen fiir Matrizen

7.2.a Die rationale kanonische Form

Satz7.2.1:

(1) Jede Matrix A € K™ macht K™*! zu einem K [x]-Modul, in dem x vermdge A operiert, also
durch

px)V:=pA)V VYV eK™ peKlx]

Wir bezeichnen ihn mit M.

(2) Esist Anngp, (M4) = {ua) <K[x] (wenn DimV # 0 sogar <K [x]) das vom Minimalpolynom
von A erzeugte ldeal.

(3) EndK[x] (MA) = CKnxn (A): {X e K" |XA = AX}

[
(4) Fiir A,Be K™ gilt My =Mz < 3g € GL,(K): A =g 'Bg <> A und B sind &hnlich.
Ahnlichkeit von Matrizen ist also einfach nur Isomorphie von Moduln!

Beweis zu 7.2.1:
(1) hatten wir schon frither bemerkt.

@
(3) Der K [x]-Modul M4 wird durch Einschréankung auf K < K [x] zu einem K-Modul, also einem K-VR.
Insbesondere sind alle K [x]-Modulhomomorphismen gleichzeitig K-VR-Homomorphismen und somit

gegeben durch Multiplikation mit einer Matrix aus K™*".

Fir X € K™ ist die K-lineare Abbildung X ¢ Endgq,; (M4) genau dann, wenn X (xV) = xX (V) VV €

K™, also genau dann, wenn XAV = AXV VV e K1 => XA = AX. O
(4) Sei X : M, = M; ein Isomorphismus.

Dann ist insbesondere die K-lineare Abbildung X bijektiv, also X € GL,, (K).

Weiter erfiillt X die Bedingung X (AV) =B(X(V))>XA=BX=>A=X'BX.

Definition 7.2.2: CHARAKTERISTISCHE MATRIX
Sei A € K™, Die charakteristische Matrix X (A) (Fraktur-X) ist definiert als

XA)=xI,-AeK[x]"™"

Damit ist y4 = det(X(A))

Satz7.2.3:
Sei A € K™, Der Kern des K [x]-Modulepimorphismus

fa: K[x]"" —> Ma, fa(e;)=e;
N——r =gnx1
Frgq(n)

ist der Teilmodul S(X(A)) < K [x]"*}, der frei auf den Spalten von X (A) ist (von Rang n).

BEACHTE: ¢; hat zwei Bedeutungen. Als Argument der Funktion f, ist es die i-te Einheitsspalte in
K[x]”* und als Bild die i-te Einheitsspalte in K***.

Beweis zu 7.2.3:
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p1(x)
Firp=| : [eKI[x]""ist
Dr(x)

fa(p)=fa (Zi‘,piei) = Zi‘,pi(A)'fA (e;)= Zi‘,pi(A)ei

e;eKn>1

Insbesondere haben wir V1< j<n: fa(xe;) = Ae;=A_; und somit

fA(xej—A,J) = fA (xej—ZAi,jej) :A,’j—A,’j =0
N—— i=1

X(A)_;

Somit ist die j-te Spalte von X(A)_; =xe;—A_;imKernvon f, V1<j<n.

Bezeichne mit N, := S(X(A)) diesen Spaltenraum.

Da N, im Kern von f4 liegt, ist die Abbildung f : K[x]’”l/NA — M, wohldefiniert und weiterhin surjektiv
(die K-Dimension von M, ist n).

BEHAUPTUNG: (e; + Ny, ...,e, + N,) ist ein EZS von K [x]"*' /N,.
p1(x)
Dazuseip=| : |eK[x]""

P (x)
Wir zeigen durch Induktion nach Grad p := {Grad p; |i € n}, dass ein c€ K" und C € N, ex. mit p = c + C.
Dies ist klar fir Grad p =0, da dann p = ce K™*!.
Sonst dividiere alle p; mit Grad p; = Grad p sukzessive mit Rest durch (x—Ai,i), also p; =q; (x—AL-,L-) +r;,

und ersetze p durch p —q; X (A)_,.

—_——
ENA

Da Gradgq; = Grad(p;) — 1 ist, verringert sich der Grad p nach der sukzessiven Einsetzung um 1 und die
Induktionsvoraussetzung greift.

Also ist die K-Dimension von K[x]’”l/NA hochstens n und somit f4 ein Isomorphismus.

Dass N, frei auf den Spalten von X (A) ist, folgt, da det(X(A)) =y #0. O

Korollar 7.2.4: RKF / FROBENIUS-NORMALFORM

Als K[x]-Modul ist M4 = K[x]"”/Keran = K[x]"*l/S(%(A)).
Nach dem Struktursatz 6.4.6 gibt es Matrizen g,h € GL,, (K [x]) mit

9X(A)h =Diag(fi(x),..., a(x))

sodass f; (x) € K [x] normiert, f; (x) | fo(®)|...| fo ().
Istd;:= Gradf; und s:==min{i e n|d; > 0}, so ist

xa=detXQ@A)=[[fi@=]]fi=
i=1

i=s

/JA:fn(x)

und

M, = Klxl/ir oy @@ KXl /£ (2

K[x]

= KL/ir, o @0 KL fip,

= Mgxkra)

mit RKF(A) := Diag(My,,...,My,) = Diag(My,,..., My, ), wobei M, die Begleitmatrix von f; be-
zeichnet (M, ist leer, falls d; = 0 ist).

Die f; sind nach 6.4.10 eindeutig bestimmt (als Elementarteiler von X (A)).

Die zu A ahnliche Blockdiagonalmatrix RKF (A) heilt die rationale kanonische Form oder auch
Frobenius-Normalform von A.
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Bemerkung 7.2.5:

Sei RKF (A):= Diag(f,,...,f.). Dannist M, die direkte Summe von n—s+1 zyklische K [x]-Moduln
K[x1/{f;). Jede solche Zerlegung von M, hat mindestens ebensoviele zyklische Summanden
(sonst hatte man andere Elementarteiler).

Bemerkung 7.2.6: ACHTUNG!

Im Gegensatz zur Hauptraumzerlegung ist die Zerlegung in 7.2.5 nur bis auf Isomorphie eindeutig.

Ist @ = A und sind B, B’ Basen von V = K**! mit Ba® = Diag(f,...,f.) =% a®, so ist der Endo-
morphismus € End (V) mit (B;) = B; Vi € n eine Einheit im Zentralisator von a:

B € Cinav)(@)” = Cgnay) (@) NGL(V) =: Aut, (V)

ist die Menge der a-Automorphismen in ).

Korollar 7.2.7:

Seien A,B € K™*". Dann sind dquivalent:
(1) A und B sind ahnlich.
(2) X(A)und X(B) sind ahnlich.
(3) X(A)und X(B) sind dquivalent liber K [x]
(4) M, und Mg sind isomorphe K [x]-Moduln (M, =g,; Mg)
(5) A und B haben dieselbe rationale kanonische Form RKF (A) = RKF (B)
(6) X(A)und X (B) haben die gleiche Smith-Normalform.

Bemerkung 7.2.8: PRF / WEIERSTRASS-FORM

[ l
Sei A € K™ mit Minimalpolynom p4 = [] p}* und charakteristischem Polynom y4 = [] p;’ und
i=1 i=1
V; =Kern(p]" (A)) der p;-Hauptraum.
l
Dannist K"*' = @D;V; eine A-invariante Zerlegung.
i=1

Beziiglich einer an diese Zerlegung angepasste Basis hat A also eine Matrix Diag(A.,...,4;) in
Blockdiagonalgestalt.

Ist RKF(AL) = Dlag Mp‘_li,l,. . .,Mpai,si mit 1= = Qs € IN, C;i=a;1+-ta;5, Mm;=0a;s;, SO
i i

ist A ahnlich zu PRF(A):= Diag(RKF(Al),...,RKF(Al)) = Diag Mpal,l,...,Mpal,sl
1 l

PRF (A) heil3t die primare rationale Form oder WeierstraB-Form von A.
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Beispiel 7.2.9:
-6 6 0 6
Co -4 6 -1 3 ixd
SeiK=Qund A = 6 12 -3 3 e Q*.
-6 12 -3 3
x+6 —6 0 -6
4 x-6 1 -3

Dannist X(A) = € Q[x1* und gX (A)h = Diag(1,1,x,x%), wobei

6 -12 x+3 -3
6 -12 3 x-3

1 0 0 O
0 1 0 O
= 1 1 3 1
7| gx+:  -§ 0 3
iP-x—4 x+12 -4 «x
0 0 0 0
0 0 -1 le+3
h= 1 1 3
—3 1 x-3 Zx2+zx+3
1 3
~% 0 1 Z.’)C+3

Also erhalt man RKF'(A) ? PRF(A) =Diag(M,,M,3) =

(gleich, da wir ein irreduzibles p = x haben)

Beispiel 7.2.10:

0o 1 1
Sei A = (1 -1 O) € Q*3. Dann findet man gX(A)h = Diag(1,1,x® + x* —x + 1), wobei
0 1 O

1 0 O 0o -1 x+1
g=lo 1 of,p=[0 o 1
x %2 1 -1 —x x2%4x-1

Alsoist p=a®+x2—x+1=py = ya = (x+1)*(x - 1),

-1
1
-1

1 .
PRF(A) = Diag(M,_;, M,,,) = Diag(M,_;, M2, ., ) = ( - )

o o

0
RKF(A)=M, = (1
0

ol -
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Ubung 7.1:
11 . . x+1 1
Sei A := } 1 1 iEIFZ‘M:,’{(A):xL—A]F:2x14+A: i fol . }
1. 1 . 1 - x+1

Dann findet man g,h € GL, (IF; [x]), sodass
gX(A)h=Diag(1,1, x+1, x* +x)
und 1|1|x+1]|a®+x=(x+1)(x?+x).

= RKF(A) = Diag(Mh Ml’ Mx+1’ Mx3+x) = Diag(Mx+l7 Mx3+x) =

xa=1-1-(x+1)(x®+x) = x* + %% = (x + 1)’ x als Produkt der Elementarteiler und p, = x° + x =
(x + 1)? als letzter Elementarteiler von X (A).

Die A-invariante Zerlegung ergibt als einzige mogliche Exponentenfolge fiir p; := x, ps = x + 1:
ay1:=1, as;:=1, agy =2 (ay; = 1 einzige Zerlegung von 1, as; +ag, = 3 (Potenzin y4) und ag = 2
(Potenz in piy)).

= PRF(A)= Diag (Mpl;u ,Mpgm ,Mp;zz) = Diag (Mx, Mx+1’ M(x+1)2) = 1

Ubung 7.3: AHNLICHKEIT UND TRANSPONIEREN

Sei K ein Korper, n € IN und A € K™*". Dann ist A dhnlich zu A",

Beweis:
Betrachte die charakteristische Matrix X (A) und X (A™). Es gilt:

XA)=xI,-A,
X(AY) =xl, - A" =al," A" = (x~ T, - A)" = X(A)

Seien nun g,h € GL, (K), sodass gX(A)h =SNF(A).
Da die SNF eine Diagonalmatrix ist, gilt klarerweise:

SNF(A) = SNF(A)"
N g%(A)b — (gx(A)h)tr — htr (g%(A))tr — htr%(A)trgtr — htr% (Atr) gtr
Ebenfalls gilt (LA1): b, g* € GL,, (K). Multipliziere also nun beide Seiten mit g~* von links und h~! von rechts:

%(A) — g—lhtr% (Atr) gtrh—l
——r ——r

eGL,(K) eGL,(K)
Also existieren g,h € GL, (K) (namlich g:= g~*h" und k := g'"h 1), sodass
XA)=gX(A")h

d.h. X(A) ist dquivalent zu X (A*). Nach 7.2.7 sind A und A™ damit &hnlich. O
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7.2.b Trennende Invarianten

Satz 7.2.11:
Sei a € End (V) mit y, = p™ mit p € K[x] irreduzibel, m € IN. Setze v := p(«).
Dann sind folgende Aussagen aquivalent:
(1) Vistzyklisch bzgl. a.
(2) DimgKernv =Gradp
(3) Rangv =Dim)V —Gradp
4 Ha = Xa
(5) Samtliche a-invarianten Teilrdume von V bilden eine Kette gegeben durch

(V') =v'(V)=Bildv' firi € ({0}um)

Beweis zu 7.2.11:
Zunachst eine allgemeine Vorbemerkung, die nur die gemeinsamen Voraussetzungen nutzt:
Sei V; := Bild v'. Nach Definition des Minimalpolynoms ist V,,_; # {0}, aber V,, = {0}.
Da v = p(a) mit a kommutiert, sind die V;s allesamt a-invariant, d.h. a (V;) € V.
EsistV=Vy,>V;>-->V, 1>V, = {0}, wobei die Faktoren Vi/VM = V(Vi,l/Vi) epimorphe Bilder
voneinander sind.

Vo=V
d

Vi
d

Vo

Vin-1
d

Vi = {0}

Insbesondere ist

DimV,,_; <---<DimV; -DimV;,; <DimV, ; —-DimV; <---<Dim ), —Dim )V,
—_—

~—~— ~—~
Dim Vy,_1-Dim Vi, % Bildv

~
=0 DimKernv

Das MinPoly des von a auf Vi/VM induzierten Endomorphismus «; ist u,, = p. Insbesondere ist
die Dimension der Faktorrdume Dim(VL-/Vm) =DimV,; - Dim V,,, ein Vielfaches von d= Grad p.

(2)<(3) ist der Homomorphiesatz.
(e (4) ist7.1.9.

(4)=>(2): Ist gy = Ya, SO ist dm = Gradu, = Grad y, = n und die echt absteigende Kette von TRen oben hat
die Lange m = %. Damit muss aber Dim}; —DimV/;,, = d sein Vi, also auch DimKernv = Dim ;, -
D1mV1 =d.

(2)=(4): Ist DimKernv = d, so folgt DimV; - DimV;,; = d Vi und daher m = %.

()=(5): Ist W <V ein a-invarianter TR, so gibt es ein groRtes i mit YV < V,. Aber jedes W e W\ V,; erfiillt
bereits, dass sein a-Erzeugnis ganz V; ist, da auch mit V jedes V; zyklischer Modul fir a\v, ist.

(5)=(1): Klar, da dann alle Vektoren in VV\'V; (und nur diese) demnach zyklisch sein miissen.
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Ubung 7.4:
11 -1
A R | i
SeiA:=1, ¢ | . |eF
1 11

41 ist zyklisch bzgl. A, denn py =x*+1= (x+1)*, also Grad p14 = 4DimF,"* (7.1.9).
Nach7.2.11ist fir p:=x+1 (us = p*), v:=p (A) = A +idp,s:

* DimKernv=Gradp =1

+ Rangv =DimF,*' —~Gradp=4-1=3

« Fiir die Standardbasis S von Fy**! ist

1 -1
S. 5 _ /- 11 -
1% —A+I4— 1 1 1
-1 1
Damit ist:
- YV, :=Bildv° = Bildi %
. 1 .
—V1:=Bildv1:< . 1 1 ><VO
1 11 11

1

dy
- VziZBﬂdV2:< :]l- ,(

1
- Vg = Bildv? :< 1- <V2

1
- VY, =Bildv*=(0) < V.
« P4t ist zyklisch bzgl. jedem V € F,** ' \ V,.

Definition 7.2.12: PARTITIONEN

(1) Eine Partition der natiirlichen Zahl ¢ € IN ist ein k-Tupel @ = (a1, ...,a;) € IN* fiir ein £ € IN mit
a;=---zarunda;+---+a;=c.

(2) Ist a = (ay,...,a;) € IN* eine Partition von ¢ € IN, so ist die konjugierte Partition a’ von a
definiert durch @) := |{j|a; = i}|
Man visualisiert tiblicherweise die Partition durch Kastchen, die man linksbiindig in Zeilen un-
tereinander anordnet, mit a; Kastchen in der i-ten Zeile.
Dies nennt man Young-Tableaux oder -Diagramme. Die Tableux von @ und a’ sind transponiert.

5=3+2
a; ag a'1:2
a; a,=2
fr— ’
Qs a;=1
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Definition 7.2.13:

Sei V ein K-VRund @ € End (V) mit y, = p°, p € K[x] irreduzibel.
Dann gibt es eine K-Basis B von V mit

BaB = Diag (Mpal yoen ,Mpak)
entsprechend dem K [x]-Modulisomorphismus

Y = K[x]/<pa1> 69--~G)K[x]/<pak>

Klx]

flr eine eindeutig durch a definierte Partition (a,...,a;) von c.
Diese Partition heif3t die durch « definierte Partition.

Korollar 7.2.14:

Seien a und p wie oben, d := Grad p und a =(ay,...,a;) die durch « definierte Partition.

Sei V, = p(a)' (V) = Bild (p(a)') fir i € ({0} Uas).

DanngiltV =V, >V >+ >V,, , >V, ={0tund Dim (V,/V,1) = da/; mita’ der zu a konjugierten
Partition. i.A. ist V = K [x]/(p*) ®---® K [x]/(p®*) mita, =---=a;>0und ¥ ;a; =c.

Beweis zu 7.2.14:
Wende Satz 7.2.11 auf die zyklischen Faktoren an. a

Kix1/(p™) g...o Klx1/(p™)

V() = V
} Dim V,/V; = DimKernp (a)
Vi
12
Ve, =10}
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Beispiel 7.2.15:

Sei p € K [x] normiert und irreduzibel vom Grad d und A € K®¢*%¢ mit uy = p®. = y4 = p°.
Betrachte Partitionen, wo der groRte Teil 3 ist:

Si:= K[x]/<p) @ K[x]/<p> oder S, := K[x]/<p2>

Dann hat man zwei Mdglichkeiten fiir die Ahnlichkeitsklasse von A:
A ~Diag(M,,M,,M,:) oder Diag(M,2,M,;3)

entsprechend der Modulisomorphismen mit M =S, @ K [x]/{p®) bzw. My =S, @ K [x]/{p®).

S1 oder S,
d[d]d] } DimKernp(A)=3d dld] } DimKernp (4)=2d
d [ ] d 'd 'Y
d ® d ,

d.h. durch die Berechnung des Kernes von p (Z) erhalten wir nach Voraussetzung entweder 3d
oder 2d und kénnen allein damit entscheiden, zu welcher Ahnlichkeitsklasse A gehért.

Wir erhalten mit u, und der durch a definierten Partition endlich trennende Invarianten fiir die Ahnlichkeitsklas-
sen von Endomorphismen!

Satz 7.2.16:
Zwei Endomorphismen a, 8 € End (V) sind genau dann &hnlich, sprich unter GL (V) konjugiert,
wenn gilt:
(1) die Minimalpolynome sind 1, = 4, und

(2) fiir jeden normierten, irreduziblen Teiler p € K [x] des MinPolys sind die Partitionen des p-
Hauptraums von (V, &) und (V, B) gleich.

Beispiel 7.2.17: AHNLICHKEITSKLASSEN IN C3*3

Seien a, b, c € C paarweise verschieden, d.h. a # b # ¢ # a.

Xa Ha Partitionen Vertreter
(x—a)® (x—a)' (1,1,1) Diag(a,a,a)
(x—a)’ (2,1)  Diag(a,M,_,2)
(x—a)’ 3) Moy
(x—a)*(x—b) (x—a)' (x—b) (1,1),(1) Diag(a,a,b)
(x—a)*(x—b) (2),(1)  Diag(M_4p2,b)

x—a)x—-b)x—c) (x—a)x—-b)(x—c) (1),(1),(1) Diag(a,b,c)
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Beispiel 7.2.18: AHNLICHKEITSKLASSEN IN C**4

Seien a, b, c,d € C paarweise verschieden.

Xa Ha Partitionen Vertreter
(x_a)4 (x_a)l (1’ 1’ 1;1) Diag(aaaaaya)
(x-ay (2,2) Diag (M a2, Mg -ap)
2,1,1) Diag(a,a,M;_,p2)
(x—a)’ (3,1) Diag(a,M_q)
(x—a)* (4) M, oyt
(x—a)’(x—b) (x—a) (x—b) (1,1,1),(1) Diag(a,a,a,b)
(x—a)’(x—b) (2,1),(1) Diag(a,M,_,,b)
(x—a)’ (x—b) (3),(1) Diag (M, «3,b)
(x—a)*(x-b) (x—a)' (x—b) (1,1),(1,1) Diag(a,a,b,b)
(x_a)2 (x_b) (2);( ,1) Diag(M(x—a)2’b’ b)
(x—a)’ (x—b) (2),(2) Diag (M2, My -s)2)
(x—a)’(x—b)(x—c) (x—a)' (x-b) (x—c)' (1,1),(1),(1) Diag(a,a,b,c)

(x—a)l(x-b) (x—c)  (2),(1),(1) Diag (M, o2,b,c¢)
x—a)x—=b)(x—c)(x—d) [ctp,e.a (x—J) (1),(1),(D),(1) Diag(a,b,c,d)

Ubung 8.1.i: ALLGEMEINE AHNLICHKEITSKLASSEN ZU EINEM POLYNOM

Sei K ein Korperund a,b € K mita # b.
GESUCHT: Alle Ahnlichkeitsklassen von A € K6 mit y, = (x —a)* (x — b)*.

Ha Partitionen Vertreter
x—a)(x-b)" (1,1,1,1),(1,1) Diag(a,a,a,a,b,b)
(x—a)(x—b) 2,1,1),(1,1) Diag(a,a,M<x_a)z,b,b)

(2, 2),(1,1) Diag (M(x_a)z,M(x_a)z, b, b)
(x—a)’(x—b) 3,1),(1,1) Diag(a,M(x_a)3,b,b)
(x—a)* (x—b) 4),(1,1) Diag (M _,b,b)
(x—a) (x-b) (1,1,1,1),(2) Diag(a,a,a,a,M(x,,,)z)

(x—a)’(x—b) (2,1,1),(2) Diag(a,a,M;_q2, M _;2)
(2,2),(2)  Diag(Mg_q2, Mo, M, 4)

(x—a)’(x—b) (3,1),(2) Diag (a, Mg, M(;_5?2)

(x—a)(x—b) (4),(2) Diag (Mo, M, _p2)

Ubung 7.2: NICHT-TRENNENDE INVARIANTEN

111 2 11
SeienA;=[1 - |, Ay;=[1 1 1|, 4;=[1 1 1|eF>s
Sl 111 121

Es gilt:
* Spur(A;)=Spur(A,)=0#1=Spur(As)
+ Rang(A;)=2#1=Rang(A,)
= die Matrizen sind alle paarweise in verschiedenen Ahnlichkeitsklassen.
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Ubung 8.1.ii: AHNLICHKEITSKLASSEN IN [F3"3
Zunachst: Betrachte alle irreduziblen Polynome in I3 [x] mit Grad < 3:

X, x+1, 2 +x+1 2 +x%+1, P +x+1

Xa Ha Partitionen Vertreter
x° x! (1,1,1) 0elF3<3
x? 2,1) Diag(0,M,2)
x° (3) Diag(M,s)
(x+1)° (x+1)! (1,1,1) Diag(1,1,1)
(x+1)° (2,1)  Diag(1, M)
(x+1)° 3) M, 13
(x+1)>2x (x+1)x (1,1),(1) Diag(1,1,0)
(x+1)°*x (2),(1) Diag(M,,.2,0)
(x +1)x? (x+1)'x (1),(1,1) Diag(1,0,0)
(x+1)'x (1),(2) Diag(1,M,2)
(2 +x+1)x (2+x+1)'x (1),(1)  Diag(M,2,,,1,0)
+D(a®+x+1) (@+D' (x*+x+1) (1),(1)  Diag(1,M,2,,.1)
(6 + 22 +1) (x+x2+1) (1) M,s, .24
(x®+x+1) (2 +x+ 1)1 (1) M,s, .01

Ubung 8.1.iii: AHNLICHKEITSKLASSEN IN IR3*3

Seien a, b, c € R paarweise verschieden und p,q € R mit 1’72 —-q<0.
(Dann sind die irreduziblen Polynome in R [x] genau x —a und x2 + px + q (vgl. pg-Formel).)

XA Ua Partitionen Vertreter

(x—a)® (x-a)' (1,1,1) Diag(a,a,a)

(x—a)’ (2,1) Diag(a,M,_q?)
(x—a)’ (3) M, _op

(x—a)*(x—b) (x—a) (x—b) (1,1),(1) Diag(a,a,b)
(x—a)’(x—b) (2),() Diag(M,,_,,b)

(x-a)x-b)(x-c) (x—a)(x-b)'(x-c) (1,1),(1),(1)  Diag(a,b,c)
(x-a)(x®*+px+q) (x-a) (x*+px+q) (1),(1) Diag(a,M,z2, p..q)

7.2.c Die Jordan-Normalform

Aus der primare rationalen Form erhalt man durch eine andere Basiswahl die sogenannte Jordan-Normalform.
Dazu geniigt es, den zyklischen Fall mit einer Primkomponente zu betrachten (V = K [x]/(p™)).
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Satz 7.2.19: JORDAN-BLOCK

Sei a € End (V) mit y, = to = p™ mit p € K[x] normiert und irreduzibel.
Setze v:=p(a), d = Grad p.
Jeder V e V\v(V) liefert eine Basis

B=(V,a(),...,a (),
d
v(V),a(v(V)),...,a" " (v(V)),

d

v WV),a(vViY),.,at T (vVi(Y))

d

(m solcher ,Pakete”) von V, sodass die Matrix von a bzgl. B gegeben ist durch

M, 0 - - 0
0 01
Nd Mp : o -« 0 0
Paf=d.@)=| 0 N, M, . @ [eK"",wobeiNy=f = . |eK™
.0 0 00
0 0 Ny M,

mit m Begleitmatrizen in J,,.

Beweis zu 7.2.19:
Nachrechnen. Sei p == x? + pg_1x% 1 +---+ p1xt + po.

0 - 0] —po
=>M, = 1

0 1| —pa
v(V)=p(@)(V)=a’(V)+pg 12 (V)+---+pV
=>a’(V)=-pV-pra(V)— = pa1a® 1 (V)+1-v(V)

O

p=x—-a=>N;=(1)e K

a

1 a
=>d,(p)= ) ) Jordan-Normalform.

1 a

In der Literatur wird oft vorausgesetzt, dass K algebraisch abgeschlossen ist. Dies hier ist aber fiir beliebige
Korper.

Korollar 7.2.20: JORDAN-NORMALFORM

Sei A € K™ mit PRF(A) = Diag (Mpal,l,...,Mpaz,sl )
1 1
Dann ist A dhnlich zu

INF(A) = Diag (o, (1), - Juy,, (P1)]

der Jordan-Normalform von A.
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Beispiel 7.2.21: JORDAN-NORMALFORMEN

-6 6 0 6

- .. |-4 6 -1 3 4xd ;

Im Beispiel 7.2.9 mit A= | o ., 5 5|cQ st
-6 12 -3 3

RKF(A)=PRF(A)=Diag(M,,M,s) = =JNF(A)

0O 1 1
Im Beispiel 7.2.10 mit A = (1 -1 0) € ()*? erhélt man
0O 1 0

fa=xa= @+ (x-1)

00 1
RKF(4)=M,, =|1 0 1
01 -1

1]0 0
PRF(A) = Diag(1,M,_,)=| 0|0 -1
01

1[0 0
JNF(A)=| 0 0

0| 1

Ubung 8.3: JORDAN-NORMALFORM

1 11 x 1 1 1
_— 1 -1 Axd . _ x+1 1
Sei A := 111 - eF5**. Esist X(A) = 1 1 x+1
1 - 1 . X

= SNF(X(A)) =Diag(1,1,x* +x+ L,x* +x + 1)

= RKF(A) = Diag(M,2,,,1,My2,,11), fa =22 +x+1, ya = (x> +x+1)°
= PRF(A)=RKF(A),daa; =1, a, =1 die einzige mogliche Partition ist.
= JNF(A)=Diag(J; (x> +x+1),J; (x® +x+1)), J; (&® +x+ 1) = (M2, ,41)

= JNF(A)=PRF(A)=RKF(A)
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7.2.d Transformationsmatrizen

Bemerkung 7.2.22:

Sei S =gX(A)h =Diag(fy,...,f,) die SNFvon X(A) e K[x]"*", wobei die f;s normiert sind.
Seien fi=---=f,_;=1undd;:=Grad(f;)=1Vi=s.Danngiltd,+:--+d, =n.
Firi=s, 1<j<n sei

— 1 d-1
gi,jzci,j,0+ci,j,1x +---+ci’j,d,1x modfi
(s)
Setze Cijo P,
P;l):: EKdixl Und Pj:: €KnXI

Cijd-1 P;"’

Dann ist die Matrix P := (P4,...,P,) € K™ invertierbar und es gilt PAP~! = RKF(A).

Beispiel 7.2.23:

o 1 1
IstA=|1 -1 0]eQ®?aus7.2.10,so kann
0 1 O

1 0 1
g=[0 1 0
x %% 1

gewahlt werden und es ergibt sich gemaR voriger Vorschrift

0 01

P=]1 0 O

010
0 0 1

und man erhdkt PAP ! = (1 0 1 ) =RKF(A).
01 -1

Die Berechnung der SNF von X (A) ist aufwandig. Eine Transformationsmatrix P erhalt man auf einfache Weise
durch direktes Nachrechnen mit Matrizen lber K:

Da py = xa, ist Q**! ein zyklischer Modul. Beginnt man mit dem ersten Einheitsvektor

1 0 1
e = 0 ,Ae1=e2: 1 ,A291:A62: -1
0 0 1

so erhilt man direkt eine Basis B = (e1,e5,Aey) mit BA2Z =M

1 0 1
T=10 1 -1
0 0 1

erfillt T'AT =M,, = RKF(A) und somit P := T".

d.h.

La
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Beispiel 7.2.24:
-6 6 0 6
o . 4 6 -1 3| . X
SeiAwiein7.29mitA=| o o, o 5|€Q ,also gX(A)h =Diag(1,1,x,x°),
-6 12 -3 3
1 0 0 O
0 1 0 o
= 1 1 3 1
’ 3ty E i htumd 2 Zeil
1,2 — t i t Zei
Ly —x—4 x+12 -4 x geht um die unteren 2 Zeilen
1 3
S B
mds , (4 12 —4 0
-1 1 0 1
1
10 00
und PAP! = Diag(M,, M,s).
Beispiel 7.2.25:
-6 6 0 6
. L . |4 6 -1 3 4x4 _ 3
Sei A wiein7.2.9 mit A = 6 12 -3 3 eV pa=x°.
-6 12 -3 3
Der erste Standardbasisvektor E; hat als MinPoly 4 £, = x3.
1 -6 -24
0 -4 -12
(EI,AEI,A2E1): 0 —6 _12
0 -6 -12
1) (O 0
Esist (El)A:(El,Ez,E3+E4>:< 8 (1) , 2 >(einfacheres EZS, z.B. durch SpaltengauB).
0/ \0 1
Wirsehen:E; ¢ (E1,AE,A’E ) = (E1,E;,E; +E,). Manrechnetnach: AE; = AE,— 1 A’E 1, also
5
setze F:=2(E, - 1AE,-E;) = % € Q*. Dann gilt AF = 0.
3
Insgesamt liefert B .= (F,E;,AE,A%E,) eine Basis von Q*! mit 2A? = Diag(M,, M,s) =

RKF(A).

Wir wollen aber einen Algorithmus, der nicht nur in Spezialfallen funktioniert! Das Beispiel war nur der zyklische

Fall mit einer Primarkomponente.

Unsere Aufgabe ist es, das vorherige Beispiel auf den Fall von mehreren Blécken zu verallgemeinern.

Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass p, = (x—a)™ gilt, also nur eine Primdrkomponente = nur ein
Hauptraum (sonst Hauptraumzerlegung durchfiihren), und (nur um das Verfahren klarer zu machen!) der Grad

des irreduziblen Polynoms 1 ist.
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Bemerkung 7.2.26: ALGORITHMUS ZUR BESTIMMUNG DER JORDAN-NORMALFORM MIT KERNEN VON v*

Sei a € End (V) mit g, = p™ = (x —a)™ und setze v:= p(a) = a —aidy,. Sei W, := Kernv"'.
Dannist {0} =Wy <W; <+ <W,_1<W, =V.

VORBEMERKUNG: Fr die Elemente Ve W\ W,_; gilt v/ (V) =0 und v/~} (V) # 0.
Aullerdem ist v : Wj/Wj—l — Wj_l/Wj_g injektiV, dav! (Wj—2) =Wj-1.

(1) Ergénze eine Basis von W,,_; durch Vi,...,V, zu einer Basis von W,, = V. Dann bilden die
Restklassen (Vi +W,,_1, ..., V, + W,,_1) eine Basis von V/Wm_l = Wm/Wm_l.

Dav: Wy /W1 = W1 /Wi—s injektiv ist, sind auch (v(V) + W3, ..., (Vi) + Wi_3)
linear unabhangig, und man erhalt induktiv:

Bm = (VlyV(Vl)a cee 7Vm71(Vl)7
V27V(V2)’ s ’,mel(V2)’

kav(Vk)"'-’Vmil(Vk)

ist eine Basis eines a-invarianten TRes mit 27 a®» = Diag(J,, (a),...,Jd (@)).
—_
k

= a(Vy)=aV;+v(V))

a(v" (V) =av" (V)

(2) Ergénze eine Basisvon W,,_s @& (v(V7),...,v(V},)) <W,,_, durch Vektoren W,..., W, zu einer
Basisvon W,,_; (I € Z,).

Bm—l = (lev(Wl)y"-’Vm_z (W1)7

WZ)V(M)a"me_z(m))
ist dann Basis eines a-invarianten TRes mit

BBt gBnBrt = Diag (J (@), ..., dm (@), Im1(@), ..., I 1(a))

k l

(3) Wiederhole (2) mit m — 1 anstelle von m, dann mit m — 2, etc.

Im zyklischen Fall entsprechen sich die V;s und W;s:
Vo =Wn
d
Vi=Wny
d
Vo=Wns

Vp1=Ws
d
Vm = WO = {0}
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Beispiel 7.2.27: JORDAN-NORMALFORM-ALGORITHMUS

1 2 0O
. 120 2 ) .
Sei A = 19 9 1 € IF3** hat das MinPoly p4 = (x—2)% .
2 0 0 O =p
Es qgilt
01 01
> [0 2 0 2 -
(A-2L)’=|, 5 o o|=RangA-L)*=1
vm-1 01 01

Wy =W,,_; =Kernv™ ! = Kern(gjﬂ_z)2 =(E,E;,...)
Klar: Eo ¢ W, _1

B, =B3= (Ez,(A -2l E,, (A —2E4)2E2)

B 2 0 0
BnpBn =1 2 0|=>A~ = Diag(J5(2),d1(2))

01 2

AISO IiefertB = (Bm,Bm,Q) = (Ez, (A —214)E2, (A —214)2E2, E3)

Ubung 8.2: JORDAN-NORMALFORM

M,

A
Seien a,b,c,d € IF; undA::( S )EFZXS.

0 ‘ M,_,3

= xa= (2" +4) (x* +4¢°) =® (c + D (x +2) (x + 3) (x + 4)°
q:=kgV(x*+4, x* +42%) = kgV ((x + D) (x +2)(x +3) (x +4), x*(x +4))
=+ D(x+2)(x+3)(x+4)

Es gilt ¢ | pa | xa (LA).

S pa=qVpa=xa dh gy e{P @+ 1) (x+2)(x+3)(x+4)™ |ms €2}
Nur der p; := (x + 4)-Hauptraum wiirde durch andere Wahl von m5 in 4 verandert.
Nach 7.1.3 gilt: DimKernp" = ¢, - Gradp, fir s =1, 07", ya =11 p)
Bestimme also Dimy Vs = Dimg (Kern (A n 418)) = Dimg (Kern (A=T)).

6 fallsd=0

GauR liefert: Rang(A —Ig) = {7 fallsd #0

2 fallsd=0

= DimKern (A —Ig) =DimV - DimBild (A - Is) =Dim) -RangA = {1 falls d #0
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7 Normalformen fiir Matrizen

FALLT: d=0

——,7.2.2 S
Dimg Kern (A — Ig)? ’ > ° Dimg Kern(A —Ig)=2=2-Grad(x—1)
Fir ms = 2 folgt 4 = m5 = 1. = Elementarteiler sind x — 1, 4.

RKF (A) = Diag (M, 1, M,,,)
PRF(A) = Diag(Mx—l’ Mx3; Mx—1> Mx—?? Mx—3’ Mx—4)
JNF(A)=Diag(J;(x—1), Js(x), J1(x—-1), J1(x—2), J;(x—3), J; (x—4))

= Diag(l, (@ ) 1,23, 4)

1
FALL2: d #0
Falls ms = 1:>DimKKern(m) —1#2=2-Grad(x-1)4 = ms=2
Elementarteiler ist nur py = y4.

RKF(A)=M,,
PRF(A) = Diag(M,,_,2, M,s, M,_3, M, _,)
JNF(A)=Diag(Js(x— 1), J3(x), J1(x—2), J;(x = 3), J1(x—4))

Ubung 8.4: JORDAN-NORMALFORM-ALGORITHMUS

2 -4 -2 4
RN DU B B | B
SeiA:=|" 1011 € K44,
1 2
GESUCHT: Jx := JNF(A) und Xx € GL,(K) mit X, AX ' = Jx fir...
(i)K:]FZ:
B B B )
A= 1 1 1|fh
1 .

Esistuy =x% daA?2=0inT,.

>v=A+0-idppr = A
=W, =Kernv° = {0},
W, =Kernv' = KernA,
W, =Kernv® = Kern0 = 3

Esist W, = KernA = < 1 P > (GauB). Klar: ey, eq ¢ W.

1
1/ \1
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1

=B=||"|, 1 ,e1,e | ist Basis von W, = Fa*!
1/ \1
1 1
3BZ = (el,v(el)’eZ,V(eQ)) =|€1,]| . |-€2 1
1
1 .
=% A% = Diag(J,(0), J5(0) = ]
1 .
(i) K=Q
Bestimme p14: Algorithmus liefert y4 = pa = pa,., = (x— 2)%- (x2 - 2)
—
zerféllt nicht
iber Q
= RKF(A)=M,,, PRF(A)=Diag (M;—22, M,2_5)

=Diag(J2(x—2), J; (x*—2)) =INF(A) = Jg

Bestimme die Hauptraume V; von Q**! bzgl. A:

1 .

vlzzKern((A—214)2)=< e 1 >
. 1
1 .

VZ::Kern(MJ:< ’ 1>
-1/ \1

Esist piz,, = (x—2)°. Setze v; = A - 2idy,.

=>W, = Kernv(l) = {0}

W, =Kernv, :< 1 > (GauR)
1
W, =Kernv? =Kern0 =),

Klar: e ¢ Wl und Wl + (el) = Vl.

= By :=(e1,v(e1) = | ey, 1 mith)g|le(2D:J2(x_2)
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Es ist 1a),, = x* — 2. Setze vy = A - 2idy,.

=>W, = Kernvg ={0}
W, =Kernv, =Kern0 =),

Da x% — 2 vom Grad 2 ist, muss im Algorithmus zur Ergénzung von W, zu einer Basis von W,
nicht nur der Vektor V, sondern auch das Bild des Vektors AV zur Basis hinzugefligt werden.

1 1 1 -2
~BY .= JA = , _'1
-1 -1 -1 1
10 1 -2
BE® ~gLp® 01 0 O
=72 71 A2 1:JQ3XQ: 00 0 -1
01 -1 1

(i) K=C
Hier zerfallt s in pa = (x - 2)? (x — v2) (x + V2).
* Fiir x — 2 nehme B, := BY” aus (ii).
-2 -v2
0 0 ~
.x_\/é:W():{O},W1:< 1+\/§ >:>Bzzz 1+\/§ ,BzABzle(x—\/ﬁ):(\/ﬁ)
1 1

_\/E -2
. x+\/§:Wo:{O},W1:< 1_0\/§ >:>B3:: 1_0\/5 ’B3AVB3 :Jl(x+\/§):(—\/§)
1 1

2 0
= Jo=JINF(A)=Diag(Jy(x-2), (1= v2), 1 [z +v2))= | T T 5
0 V2
10 V2 V2
01 0 0
XC_(BI’BZrBS)_ 0 0 1+\/§ 1_\/§
01 0 1

7.2.e Eine Anwendung: Lineare Differentialgleichungssysteme

In diesem Abschnitt wollen wir die Jordan-Normalform benutzen, um lineare Differentialgleichungssysteme zu
I6sen. Im Wesentlichen geht es um die Berechnung der Matrixexponentialfunktion.

yf(t) — C]t y(t) — y — Ce(zf
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Definition 7.2.28: LINEARES DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEM

Sei A e R™". Sind u; (¢) reelle differenzierbare Funktionen Vi € n, so setze

uq(t) u' (t)
u(t):= : und u’ (¢):= :
u,(t) u, (t)

Dann heilt
u(t)=Au() (%)

ein lineares Differentialgleichungssystem (mit konstanten Koeffizienten).
Die Losungsmenge von () ist

L ()= {u(#)|u;(t) reelle, diffbare Funktionen mit v’ () = Au ()}

Satz 7.2.29: MATRIXEXPONENTIALFUNKTION

(Aus der Analysis, aber auch tiber den formalen Potenzreihen K [[x]] rein algebraisch liber jedem
Korper beweisbar.)

Sei A € R™". Dann ist die Exponentialreihe
exp(A):= i iAk
k=0 k!

konvergent und die Abbildung R — R**", ¢ — exp(tA) auf jedem beschrankten Intervall gleich-
maRig stetig bzgl. der Maximumsnorm || M| := max{M,;|i,j € n}.

Bemerkung 7.2.30: EIGENSCHAFTEN DER MATRIXEXPONENTIALFUNKTION

Seien A,B € R**". Dann gilt:
(1) Aus AB = BA folgt

exp(A)exp(B) =exp(B)exp(A) =exp(A +B)

(2) exp(0)=1,
(3) exp(A) ist invertierbar mit exp(A)™" = exp(-A).
(4) % (exp(tA))=Aexp(tA)=exp(tA)A

Beweis zu 7.2.30:
(1) Gelte AB=BA.Dannist

=exp(A)exp(B)
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(2) Klar.
(3) Folgt sofort aus den ersten beiden Punkten.

(4) Gliedweise Differentiation.

Satz 7.2.31:

(aus der Analysis)

Sei A € R™*". Das lineare Differentialgleichungssystem
u'(t)=Au(t)

hat die Losungsmenge
L={u:R—-R"|u()=exp(tA)c mitceR"}

Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems
u@)=Au@), u(ty)=useR®

ist u(t) = exp(A (t - t()))uO.

Diese Losungsmenge ist ein VR der Dimension n. Ist (b4,...,b,) eine Basis von R", so ist
(exp(tA)bq,...,exp(tA)b,)

eine Basis des Losungsraums.

Die Jordan-Normalform von A wird benutzt, um eine solche Basis zu finden.

Wir formilieren dies nur fiir zyklische VRe mit uy = y4 = (x — A)". Der allgemeine Fall folgt durch einfaches
Zusammensetzen im Sinne des Hauptsatzes (Moduln ,bestehen” aus zyklischen Moduln).

Satz 7.2.32:
Sei A e R™", ua = ya =(x—A)". Sei b, € R ein zyklischer Vektor, also
b2 = (A - AIn)bl,

b, =(A-AL)"'b;=(A-AL,)b,_:

und Ab, = Ab,,.
Dann ist (b4,...,b,) eine Basis von R" und (exp(tA)b1,...,exp(tA)b,) eine Basis des Losungs-
raums L.

Esgqiltfirlen VkeN:

n-1 ) k
Akbl = Z/lk_]( .)bj+l
j=0 J
und firallete R :

n-1 tj
exp(tA)b; = exp(tA) (Z f‘bm)
~——— J

=0 J!
eR \J )
eR”

(jetzt nur noch eine endliche Summe von Vektoren, und eine normale e-Funktion).

Beweis zu 7.2.32:
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Wir zeigen, dass fiir die langste Summe (I = 1) gilt:

5 B n—1 hei k ‘
Atby =Y A7 by
j=0 J

(die Aussage fiir [ > 1 ist analog, sogar Spezialfall). Dazu gehen wir mit Induktion nach % vor. Fiir & = 0 trivial:
bl = bl
Der Induktionsschritt:

AMb =A(A%B)=A ( ;U“(I;) ]H)

oy j+1

S ) )
7=0 J J
n—1

= |k+1
= Ak+1_] J )bj+1

- : k ! k
— Ak—]+1 J_ 1) 1 + Z Ak—]+1( ) )bj+1

OlInduktion.
Mit dieser Formel beweisen wir:

exp(tA)b; = i

8 Gruppen & Operationen

8.1 Operationen von Gruppen auf Mengen
8.1.a Wiederholung und erste Beispiele

Eine Gruppe ist eine Menge G mit einer Verkniipfung - : G x G — G mit Assoziativgesetz, einem Neutralelement
und einem Inversen zu jedem Element. Ist eine Gruppe kommutativ, so heil}t sie Abelsche Gruppe.

falls G endlich

. . . . nelN
Die Ordnung der Gruppe G ist die Anzahl der Elemente in G, also ord G = |G| = {OO falls G unendlich

Fir g € G ist ord g := |{g)| die Ordnung vom Element g, mit (g) := {g* | z € Z} (zyklische Untergruppe).
G heilt zyklische Gruppe, falls 3g € G : (g) =

Die zyklische Gruppe der Ordnung n bezeichnen wir mit C, := (Z/nZ ,+) (falls man sie additiv schreibt). Zy-
klische Gruppen sind Abelsch.

Nach dem Hauptsatz (iber e.e. Abelsche Gruppen ist jede solche eine direkte Summe (bzw. direktes Produkt)
von zyklischen.

Weitere bereits bekannte Beispiele fiir Gruppen:
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+ die symmetrische Gruppe:
S, =8, = {n:n— n|n bijektiv}
mit |S,,| = n!
+ die Generelle lineare Gruppe eines VRes V der invertierbaren Endomorphismen: GL (V)

+ die Generelle lineare Gruppe der invertierbaren n x n-Matrizen liber einem (kommutativen) Ring R: GL,, (R)

Definition 8.1.1: OPERATION
G operiert auf M (von links), falls es eine Verkniipfung

GxM— M,
(g, m)—gm

gibtmitlm =mund g(hm)=(gh)m VmeM, g,h €.
Eine Menge mit einer Operation nennt man G-Menge, und man schreibt G O M.

Bemerkung 8.1.2: BAHN

Die Gruppe G operiere auf M.
Die Bahn von m € M unter G ist definiert als die Teilmenge

Gm:={gm|g e G}
Die Menge aller Bahnen bildet eine Partition (im Mengensinne, s.u.) von M:
G\M ={Gm|me M}

Zwei Bahnen sind also immer disjunkt oder gleich.
Nicht zu verwechseln mit dem Mengendifferenz-Zeichen! Diese Schreibweise hier bedeutet, wir

sfaktorisieren” die Menge von links. Man schreibt aber auch manchmal M/G.

ERINNERUNG: Partition (Mengenlehre)
Eine Partition P von einer Menge M ist eine Teilmenge P < Pot (M) mit den Eigenschaften:

cp¢P
VX, YeP:XNnY =¢vX=Y (d.h. alle Elemente paarweise disjunkt)
M=UX

XeP

Beweis zu 8.1.2:
- G\M 5Gm # @,da lm e Gm.
» Seien Gm,Gne G\M.
Angenommen, GmNGn # @,d.h. Axe Gm NGn : x = gm = hn flr geeignete g,h € G. Dann gilt aber:
m =g 'x = g 'hn € Gn und damit Gm < Gn; sowie gleichzeitigauchn =h'x =h'gm = Gn < Gm.

=>Gm=Gn
« M= U Gm = U Gm,dam=1meGmVYmeM.
meM Gme g\ M
O
Korollar 8.1.3: BAHNGLEICHHEITSRELATION

G operiere auf M. Dann ist die Relation ~g< M x M, definiert durch a ~¢ b :¢> Ga = Gb (aund b

liegen in derselben Bahn, d.h. 3g € G : a = gb), eine AR auf M.
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Definition 8.1.4: UNTERGRUPPE UND STABILISATOR

Sei G eine Gruppe.
(1) U <G heiBt Untergruppe von G und man schreibt U < G, falls

cUZpo U314
c g heU=>ghleU

d.h. U ist unter allen 3 Operationen von GG abgeschlossen.

(Man kann eine Gruppe sehen als eine Struktur aus drei Abbildungen:
+ Verkniipfung - : G x G — G, (g,h) — gh (binér)
« Invertieren: -1 :G — G, g— g ! (unar)
- Wahl der Eins: 1: {*} - G, * — 15 (nulér))

(2) G operiere auf M. Fir m € M ist
Stabg(m):=G,, ={geG|lgm=m} <G

der Stabilisator von m in G.

Bemerkung 8.1.5:

G operiere auf M.
(1) Fir m € M qilt: Stabg (m) <G.
(2) Istme M, g€ G, so gilt: Stabg (gm) = g Stabg (m)g ™!

Beweis zu 8.1.5:
(M c Ilm=mVmeM = 1€ Stabg(m)= Stabg(m) # @

s IstheStabg(m)=>hm=m=>h'hm=h"'m o m=h"'m= h~'cStabg; (m).
+ Seien g,h € Stabg(m),d.h. gm=m, hm =m. = ghm = gm = m = gh € Stabg (m)
(2) Seih € Stabg(gm).

=>hgm=gm
=>gthgm=m

= g 'hg e Stabg (m) < h € gStabg (m)g™*

O
Ubung 9.1:
G operiere auf M. Dann operiert G auch auf n-Tupeln von Elementen von M via
G XM"’ _)Mn’ (g;(mlr"’mn))'_’(gml"'-9gmn)
und es gilt Stabg (m,...,m,)) = | Stabg (m,) fir m € M".
i=1
Beweis:
(i) Man operiert komponentenweise. Sei m € M".
cAm=10my,...,m) = Amy,..., 1m) "2 (ma,...,ma) =m
« Firg,h e G qgilt:
gth(my,...,m,)=g(hmq,....,.hm,)=(g(hm,),...,g(hm,))
=({(gh)m,...,(ghym,)=(gh)(m4,...,m,)
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(i) Intuitiv ist die Form des Stabilisators klar: Damit man auf einem Tupel wie mit Eins operiert, muss auf
jeder Komponente wie mit Eins operiert werden.

Es qgilt fir m € M":

Stabg (m) = Stabg (m1,...,m,))={g€Glg(my,...,m,)=(mq,...,m,)}
:{g€G|(gm17-"7gmn):(ml)'-'ymn)}
={geG|Vien:gm;,=m;}

und damit s € Stabg ((m,...,m,)) ©Vien:sm; =m;

oVien: se{geGlgm;=m;}
o Vien: seStabg(m;)

& sE ﬂStabG(mi)

i=1

O
Ubung 9.1.ii:
S, operiert durch Anwenden auf M := 4. GESUCHT: Vertretersystem der Bahnen auf M?.
Seim €Sy, (a,b) e M2
FALLT: a #b:
n(a,b) = (n(a),n (b)), n(a)# w(b)
da 7 bijektiv. Sei (a/,b') e M?, a’ #b'.
=>3IneS,:n(a)=a’, 1(b)=0b'
= n(a,b)=(a,d')
= S4(a,b)={(a’,b')|a' #b'}
FALL 2: a =b:
n(a,b)=n(a,a)=(7(a),n(a))
Sei (a',a’) € M2.
=>3IneS,:n(a)=a’
S4(a,a)={(a’,a’)|a’€M}
= S4\M2 ={S,(1,2), S4(1,1)} d.h. Vertreter sind z.B. (1,2) und (1,1).
AuBerdem gilt:
Stabg, (1) = {m €Sy |n(1) =1}
_liq 1/2[3|4 1]2|3[4 1[2|3|4 1|2[3|4 1]|2|3]|4
= 1132412437 1[4[3|2 1|4]2[3>1[3|4]2
. 1/2(3]4
Stabs4((1,2)):{n€S4|n(1):1An(2):2}:{1dM, 1191413 }
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Bemerkung 8.1.6: LINKSNEBENKLASSEN

Sei G eine Gruppe, U < G eine Untergruppe.
Dann operiert U auf G durch inverse Rechtsmultiplikation, namlich

UxG—QG,
(u, g)—gu™"

(damit Axiome gelten: Sei u x g:= gu~!. Dann gilt: ' * (u * g) = (u'-u) g.)
Die Bahnen

gU ={gu"|ueU}={gu'|u' €U}

heillen Linksnebenklassen von U in G.
Die Menge der Linksnebenklassen bezeichnen wir mit G/U.
Die Machtigkeit von G/U, sprich die Anzahl der Linksnebenklassen,

G Ju|=1G:U]

heillt der Index von U in G.

Korollar 8.1.7: SATZ VON LAGRANGE
Sei G eine endliche Gruppe und U < G. Dann teilt die Ordnung von U die Ordnung von G:
UI| 1G]

und es gilt: &l =[G : U]

1U|

Bsp.: Wie viele Untergruppen hat S;?
IS5| = 3! =6, |Pot(S;3)| = 26 = 64
Sind alle Mengen aus der Potenzmenge Untergruppen? Nein! Lagrange-

Pot (S;) = Poty€S;5) U Pot; (S3) U Poty (S3) U Pots (S3) UPot(S3) UPots€S3) U Pote (Ss)
=(0) 4}6 5/6 ~{8s)

So hat man die Anzahl der potenziellen Untergruppen schonmal reduziert auf 22 statt 64. (FYI: tatsachlich gibt
es 6 Untergruppen.)

Beweis zu 8.1.7:
Die Abbildung U — gU, u — gu ! ist eine Bijektion.
Also haben zwei Nebenklassen die gleiche Machtigkeit, namlich die von U. Nun ist G eine disjunkte Vereini-
gung von Bahnen, also G = g,UuU---ug,U mits:=[G :Ulund |G| =X} ,|g;Ul=s|U]|. a

Definition 8.1.8: LINEARE OPERATION

Die Operation der Gruppe G auf den K-VR V heilt linear, falls Vg € G die Abbildung

g:V—V,
V—gV
linear ist.
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Beispiel 8.1.9:
Sei M := 3. Die symmetrische Gruppe G = S; operiert auf M durch
(7,(ay,az,a3))— (an‘l(l);an‘l(Z)aan‘1(3))
Bahnen:

{(0,0,0),{(1,1,1)},{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)},{(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}

.. 1123
Stabsg, ((1,1,1)) = {ld’T‘T’T}

In der Tat ist diese Operation linear:

101
Sp¥=(0 0 0
010

wenn S die Standardbasis von I3 ist.

Bemerkung 8.1.10:
(1) G operiere auf der Menge M, so erhalt man einen Gruppenhomomorphismus

G—’SM,
g—(8:m—gm)

Umgekehrt definiert jeder Gruppenhomomorphismus ¢ : G — Sy, eine Operation von G auf
M. Eine Operation ist also ein Spezialfall von einem Homomorphismus.

(2) Operiere G auf dem K-VR V linear. So liefert dies einen Gruppenhomomorphismus

G —GLOWV)=S,
g—(E:V—gV)

(Auch bei ,Gruppe auf Gruppe” wird auf die Automorphismengruppe abgebildet, wie GL(}).)

Beweis zu 8.1.10:
(1), ®:G x M — M sei Operation. Sei ¢ :G — Sy, g — g :=D(g,:):m— gm =D(g,m).
P(g182)(m) =g182(m) =(g:182)m
=g1(g2m)=g1(g2(m))
= (p(g1)o9(g2))(m)
und @ (1) =1idy,.

<" Sei @ :G — Sy, ein Gruppenhomomorphismus. ~» ®(g,m):= @ (g)(m).
2.2. ®:G x M — M ist Operation.

e O(lg,m)=¢p(lg)(m)=idy(m)=m
o O(gh,m)=g@(gh)(m)=(p(g)oph))(m)=p(g)(ph)(m)) =0(g,®H,m)

(2) Folgt aus (1), da g linear ist.
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Definition 8.1.11: ADJEKTIVE DER OPERATIONEN

Die Operation von G auf M heif3t
(1) transitiv, falls M eine Bahn bildet, d.h. M = Gm fiir ein m € M (und somit Vm € M).

(2) reguldr oder scharf transitiv, falls sie transitiv ist und der Stabilisator trivial ist, also
Stabg (m) = {1}, fir ein und somit fiir alle m € M.

(3) treu, falls gm =m Vm e M = g =1 (nur 1 stabilisiert alle Elemente).
,Die Gruppe tut alles, was sie kann” - vgl. ,treu linear” = ® Monomorphismus.

Satz 8.1.12:

Die Gruppe G operiert auf der Menge M. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) G operiert scharf transitiv.
(2) Zuje zwei m,n € M gibt es genau ein g € G mit gm =n.
(Man ist versucht, dieses g als eine Art ,Richtungsvektor” mn zu bezeichnen; siehe 9.1.3.)
(3) Fiir jedes feste m € M ist die Abbildung

G—M,
g—8my
bijektiv.
(4) Amoe M : (G — M, g— gm,) ist bijektiv.

Beweis zu 8.1.12:
(1)=(2): Wegen der Transitivitat existiert ein solches g wie in (2) gefordert, und wegen der trivialen Stabilisatoren
ist g auch eindeutig:

gm=n=hm=>h"'gm=m=h"'geStabs(m)={1}=>g=h
(2)=(3): Definiert ist die Abbildung immer. Sie ist surjektiv, da G nach (2) transitiv operiert, und sie ist injektiv
wegen der vorausgesetzten Eindeutigkeit.
(3)=(4): trivial.

(4)=(1): Stabg (m,) = {1} wegen der vorausgesetzten Injektivitdt. Wegen der vorausgesetzten Surjektivitat ist
die Operation transitiv.

O
Beispiel 8.1.13: SCHARF TRANSITIVE OPERATIONEN
(1) G operiert auf sich per Linksmultiplikation scharf transitiv.
GxG —Q@,
(g,h)—gh
Beweis:
zB.wegen (2):gh=1log=1h"! O
(2) SeiVeine.e. K-VRund B(V) < V" die Menger aller Basen von V. Dann operiert GL()) scharf
transitiv auf B(}) vermoge
g(Bly--'an):: (g(Bl)7'7g(Bn))
(lineare Abbildung definiert durch die Bilder der Basisvektoren).
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Beispiel 8.1.14:

Sei L ={xe K"|Ax = b} # ¢ die Losungsmenge eines LGS, und sei i/ = {x € K" | Ax = 0} die L6-
sungsmenge des dazugehdrigen homogenen LGS.

Dann operiert U auf L scharf transitiv (siehe Schule/LA1): Hat man eine partikuldre Lésung x, € L,
soist {x + y|y e U} = L die Losungsmenge des inhomogenen Systems.

Beispiel 8.1.15:

Ist ¢ : V — W eine lineare Abbildung von K-VRen und W € Bild ¢, so operiert Kern ¢ scharf tran-
sitiv auf ¢! ({W}) (Faser).

Dies ist die koordinatenfreie Version von Beispiel 8.1.14.

8.1.b Die Konjugationsoperation

Definition 8.1.16: KONJUGATION

Sei G eine Gruppe. Dann operiert G auf sich selbst durch Konjugation
GxG —Q@G,
(g’m)p—v,(g (m):= gmgfl

Die Bahnen dieser Operation heilen Konjugiertenklassen. Der Stabilisator von m € G wird als
Zentralisator bezeichnet:

Ca(m):=Stabg(m) = {g € G|g'mg =m} = (g€ Glgm = mg}

Bemerkung 8.1.17:

Fiir g € G ist die Abbildung x, : G — G, m — gmg™" ein Gruppenautomorphismus (d.h. bijektiver
Gruppenhomomorphismus von G in sich selbst) mit K;‘ =Kg-1.

Beweis zu 8.1.17:
kg (hh')=ghh'g™ = ghg 'gh’'g " = x4 (h)x,(h")
kg(1)=gg'=1

Ky (K1 (R)) =K, (g’lh (g’l)fl) =gg 'hgg ' =h O

Ubung 8.1.01:

Sei G eine Gruppe.

(1) Die Menge der Automorphismen von G bildet mit der Komposition eine Gruppe (Aut(G), o),
die Automorphismengruppe von G.

(2) x:G — Aut(G), g — x, ist ein Gruppenhomomorphismus.
(3) EsistKernk =Z(G):={g€G|gh =hg VYh € G} das Zentrum von G.

Beweis:
(1) Seien a, B,y € Aut(G). Es gilt:

- Komposition ist generell assoziativ: ao (foy) = (aof)oy
° id(; € Aut(G) und id(; oa = Ofoid(; =a= 1Aut((}) = id(;

c a e Aut(G) mit aoa™ = a ta =id; per Definition von Aut(G)
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Somit ist Aut(G) eine Gruppe.
(2) Seien g,h € G beliebig. Fiir k (gh) =k, gilt fir beliebige m € G:
Kgn(m) = ghm(gh)™ = ghmh™ g™ =g (hmh™) g™ = g (ks (m)) g™ = x4 (k (m))
= Kgn = Kg oK), = K ist Gruppenhomomorphismus.

(3) geKernk © k, = 1oy =idg © VmeG:gmg'=moVmeG:gm=mg < g Z(G)

O
Bemerkung 8.1.AT:
Sei G eine Gruppe.
DannistZ(G)={geG | |Ggl| = 1}, wobei Gg die Bahn der Konjugationsoperation ist.
Beweis:
gEZLG)oVmeG: gm=mgoVmeG: mgm =g {mgm ' |meG}={g}<|Ggl=1 O
:‘(;g
Ubung 8.1.0U2: DIEDERGRUPPE [di'e:dar]
0 1) (0 -1 i i
Betrachte Dg := 1 oll1 o als Symmetriegruppe eines Quadrats.
——
=:8 =r
Yy
s ist Spiegelung: sa = ¢
r ist Rotation: ra = b
X
1 1 -1 . T
Genauer: a = (_1), b= (1), c= ( 1 ) nutze Matrixmultiplikation.
GESUCHT: Untergruppen U < Dy:
ordU | U
1 {L}
2 Selbstinverse Erzeuger:
+ alle Spiegelungen
— an der Diagonale 1 {s)
— an der y-Achse (rs)
— an der Diagonale 2 (r?s)
- an der x-Achse (r’s)
» Drehung um 180° (r?)
4 + reine Drehungen: (r) = {r'|i € 4}
- (rs)y={r?s,r’s, L}
- (r,rs)
8 Dy
Beweis:
Esist
D_01100—110—10—100—101
871 o)’lo 1)°\1 o/J'lo -1/°{0 1)°{0 ~-1/°{-1 O/ |-1 O
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Schrénke die moglichen Untergruppen durch Lagrange (8.1.7) auf 1-, 2-, 4- und 8-elementige Teilmengen mit
1p, =1, ein. Zeige dann durch Matrixmultiplikation, welche der Gruppen abgeschlossen sind. a

GESUCHT: Konjugiertenklassen und Zentrum von Dyg.

Es sind die Operationen konjugiert, die miteinander vertauschen. Also sind die Konjugiertenklassen:
Dgl,, Dgs, Dgr, Dgsr, Dgr? (nachrechnen: disjunkt und zusammen Dy).

Das Zentrum von Dy ist Z(Dg) = {Ip,r?} = {I5, — I} (nach 8.1.A1).

8.1.c Parametrisierung aller Mengen mit transitiven Operationen

Wir wollen eine Struktur in allen transitiven G-Mengen finden.

Definition 8.1.18: AHNLICHKEIT VON G-MENGEN

Sei G eine Gruppe, M, N zwei G-Mengen.
Eine Abbildung ¢ : M — N heillt G-aquivariant, wenn gilt:

p(gm)=gp(m)VgeG, meM

M und N heiBen ahnlich (als G-Mengen), falls es eine G-aquivariante Bijektion ¢ : M — N gibt; in
Zeichen: M % N. Die Abbildung ¢ heift dann auch Ahnlichkeit der G-Mengen M und N.

Beispiel 8.1.19:

Sind U = S < G Untergruppen von G, so ist die Abbildung

Gy —GJg,
gUu—gS

eine G-aquivariante Abbildung.

Ubung 10.1:

Sei G eine Gruppe und U,V < G Untergruppen.
Dann ist jede G-dquivariante Abbildung ¢ : G/U — G/V von der Form

on:Glu—GJly, gUu—ghVmith'Uh<V

Beweis:
Sei¢: G/U — G/V eine G-aquivariante Abbildung. Es gilt:

- p(QU)=hV e GV = ¢(gU)=gp(1U)=ghV
chV=pQU)=@wU)firueU
=uplU)=uhV VuelU
>V=h'uhV VuelU
>h'uh-1=h'uheV
=>h UV

c1eh 'Uh#@,dalelU
* h'luh, h 'uhe h 'Uh
= (h7uh) (A '@h) " = (h7uh) (A 'u h) = b7 wi h € A UR

eU
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Satz 8.1.20: BAHNENSATZ

Sei M eine transitive G-Menge und m € M. Dann sind M und G/StabG(m) als G-Mengen ahnlich.
Genauer ist die Abbildung

am : G/StabG (m) - M’
gStabg (m)—gm

eine G-Ahnlichkeit.

Beweis zu 8.1.20:

Offenbar ist die Abbildung ¢,, : G — M, g — gm eine surjektive G-aquivariante Abbildung, wobei G durch
Linksmultiplikation auf sich operiert.
Die Fasern von ¢,, sind gerade die Linksnebenklassen von G nach Stabg (m):

¢~'({gm}) = g Stabg (m) Vg€ G

Also, nach dem Homomorphiesatz fiir Mengen, faktorisiert G/StabG (m) mit einer Bijektion ¢,,, die offen-
sichtlich G-aquivariant ist. O

Der Bahnensatz besagt:

G/Stab(} (m) =M

Beweis zu 8.1.20:
(Alternative)
Seien M, N zwei G-Mengen und f : M — N eine G-aquivariante Abbildung.

(i) G operiert auf M /~; durch
Gx M/Nf_)M/Nf’
(wohldefiniert, da f G-aquivariant ist). G operiert auBerdem auf f (M) durch

Gxf(M)—f M),
(g,n) +—gn

und M /~; gf(M) vermoge

p: M/ — F@), mly— fm)
nach dem Homomorphiesatz fiir Mengen, wobei ¢ durch die Definition iber f auch G-aquivariant ist.

(i) Esgilt[m]=f"1({f (m)}).Ist M eine transitive G-Menge, so gilt: f "1 ({n}) = Stabg (n)m firm € f~*(m),
da Stabg (f (m))m ={g € G|f (gm) = f (m)}m =[m]; = f{f (m)}).

(iii) Sei Q eine G-Menge. Dann ist Yo € Q: M /Stabg (w) = Gw vermbge

Ve - G_’Qag'_Pgw

Esist vy, (G) = Gw, und v, ist G-aquivariant.
Nach (ii) istjedes Element[g],, € G/~W ist von der Form g Stabg (w) (Linksnebenklasse zu Stabg (w)).
Damitist G/~,, = G /Stabg (). Und mit (i) folgt jetzt: G /Stabg (w) gGw.
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In anderen Worten: Alle transitiven G-Mengen findet man ,in der Gruppe"” wieder.

GxGly—Gly,
(g, hU) —ghlU

Gegeben G, U < (G, SUCHE G-Menge M und m € M mit Stabg(m)=U.

ANTWORT: M := G/U , m:=U.

Wire n := gU: Stabg (n) = Stabg (gm) = gStabg (m)g ' =gUg™
N———r

:>G/U§G/gUg‘1 U

Korollar 8.1.21:

Die Gruppe G operiere auf der Menge M. Sei m € M mit |Gm| < co. Dann gilt: Die Lange der Bahn
ist gleich dem Index des Stabilisators:

IGm| =[G : Stabg (m)] = |G /Stab,, ()|

und falls |G| < oo, dann gilt:

G|
Gm|=——
G = S abe m)]

Dies gibt uns eine Strategie, wie wir Mengenmachtigkeiten, aber auch Gruppenordnungen bestimmen kénnen.

Beispiel 8.1.22: BESTIMMUNG DER ORDNUNG DER GENERELLEN LINEAREN GRUPPE
Sei I, ein Kérper mit ¢ = p* Elementen (p prim).

GL, (F,)={X¢€ e

detX # 0}
Dann gilt:
|GL, (F,)] = ¢® (¢" " -1)---(g - 1)
=@"-1)(Q@" -9 (¢"-q")

Vgl.: IS, |=n!l=n-0)(n—-1)---(n—(n—-1))
—— | —

n 1
Frappierende Analogie! Man kann es als eine Art ,Grenzwertproblem" sehen:
Die S, ware die GL, (K), wenn K ein einelementiger Korper wére (den es nicht gibt).

Beweis zu 8.1.22:
GL, (IF,) operiert auf 2! \ {0} transitiv.

x4 € FOD X € GL, 4 (F,)

0
= Stabgy, (1, (€)= [Fy ]| GLy - ()] = "+ |GL - (F,)|
Nach dem Bahnensatz 8.1.20 und 8.1.21
= |G’Ln (Fq)| = |GLn (]Fq) e1| . |StabGLn(Fq)(e1)| = (qn _ ]_) . qﬂ—l \GLn,l (IFq)|

und beachte, dass |GL, (F,)| = ¢ — 1 (invertierbare Elemente im Kérper). O
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Beispiel 8.1.A2: VGL.:
(1) S, operiert transitivauf n. (G=S,, M =n, m =n)
IS,| = 1S, m| - |Stabs, (m)| = n- 1S,

(2) Definiere (}):=Pot, (n) = {X < n|[X| = k}. GEsucHT: (7)== | ()]
ANTWORT: S, operiert auf n transitiv und daraufhin auf (%) ebenfalls transitiv, und zwar ele-
mentweise. G =S, M = (), m = k.

|G| = |Gm|-|Stabg (m)]

nl= ‘(%)' |Stabs, (&)
—_—

ISk x S| = 1Sk x Spcpl = 1Sk 1S,k = k! - (n — k)
-|Stab...| n
fr—— =

Ubung 8.1.0U3: GAUSSSCHER BINOMIALKOEFFIZIENT

n!
T Rl(n-k)

Sei % (F»',F,) == {X | X <y, F2*'} die Menge der IF,-Teilrdume von F?** und
U (Fr ' Fy)={X <p, F*! | Dimp, X =k}
die Menge der k-dimensionalen Teilrdume, mit ¢ := p™, p prim,n,m € IN, k € Z.,. Dann ist

GL, (F,)| n
% anl’IE\ — | g =
| k ( q ll)l |GLk (]Fq)' . |GLn—k (]Fq)| . qk(n—k) k q

der GauBsche Binomialkoeffizient.

Beweis:
GL, (IF,) operiert transitiv auf I7*" \ {0} durch Linksmultiplikation. Daher operiert GL, (IF,) auch transitiv
auf %, (2!, IF,,), ndmlich elementweise durch:

GL, (F,) x% (F*',F,)—%, (F*,F,),
(&.(B)) — (gB)

wobei B eine geordnete Basis des jeweiligen ]F;”I-Teilraums ist und GL, (IF,) komponentenweise durch

Linksmultiplikation auf den Basisvektoren B; € IFgX1 \ {0} operiert.
Esist

Stabgy,, (r,) (€1,€2,- - e)) = {g € GL, (F,) | g (e1,...,ex) = (e1,...,e0)}

also alle invertierbaren Matrizen, die angewandt auf alle Basisvektoren immer noch den gleichen Teilraum
erzeugen, d.h. jeder Basisvektor wird auf einen Basisvektor einer weiteren Basis B’ vom gleichen TR abgebil-
det. Diese Eigenschaft, dass Basen auf Basen abgebildet werden, haben aber genau die bijektiven linearen
Abbildungen.

StabGLn(Fq)(@l,...,ek)):{(‘g ;)

AeGL,(F,), BeGL,,(F,), =€ sz(n—k)}

A ist der Anteil der Matrix, der die Vektoren ey, ...,e;, auf andere Basisvektoren abbildet, B bildet andere
Vektoren als ey, ..., e, beliebig bijektiv ab, und * sidn beliebige Kérperelemente zum ,Auffiillen. Und damit:

Stabe, (r,) (€1, e)| = |GL ()| [GLy 4 ()] ¢

Mglk. fiir A Mglk. fiir B Mglk. fir *
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Nach Folgerung 8.1.21 des Bahnensatzes bzgl. der transitiven GL, (I, )-Menge %, (F7**,I¥, ), wobei GL,, (I, )
endlich ist mit

[GL ()| =]T(a" ~4")
nach Bsp. 8.1.22, gilt nun also:
|GL, (F,)|

‘StabGLn(qu)«el,---7ek>)‘

n

k

9, (B ,)] = |GL, (E,) ex,....e0)| =

q

O
Ubung 8.1.04:
GL, (F,) operiert auf IF7*" durch Konjugation. Die Bahnen sind genau die Ahnlichkeitsklassen von
Matrizen, von denen wir eine Parametrisierung im vorherigen Kapitel kennengelernt haben.
Der Stabilisator einer Matrix A ist Cgy,,(g,)(A) := Cpaxn (A)", die Einheitengruppe des Zentralisa-
tors von A, auch Zentralisator von A in GL,, (IF,) genannt. Der Index der Gruppe gibt an, wie viele
Matrizen zu A ahnlich sind. Der Fall n = 2, g = 2 kann wie folgt zusammengefasst werden:
Ha XA Vertreter ’CGLH(Fq) (A)| Anzahl
00
2
X x 0 0 6 1
10
2
x+1 (x+1) 0 1 6 1
00 1 0) (1 O
2 2 _
e YRR
@rD? @Dt (1 9 2= ¢ 3
X X 1 1 =
10 10
x(x+1) x(x+1) 0 0 1= {(O l)H 6
01 0 1\].
2 2 _
x*+x+1 x*+x+1 11 3= {(1 1) L€3H 2
Ubung 10.4:
Fur den Fall n = 3, ¢ = 2 gilt: Nach 8.1.22 ist |GL; ()| = (23— 1) (22 - 2) (23— 22) =7-6-4 = 168.
Ua xa Vertreter (UNF)  |Car,arp(4)|  Anzahl
x? x3 M,s 4 188 =42
x? Diag(0,M,2) 8 21
X 0 168 1
(x+1)(x*+x+1) (x+1)(x*+x+1) Diag(1,M,2,,.;) 3 56
x2(x+1) x2(x+1) Diag(1,M,2) 2 84
x(x+1) Diag(0,0,1) 6 28
x(x+ 1) x(x+ 1) Diag (0,M,12) 2 84
x(x+1) Diag(0,1,1) 6 28
x(x?+x+1) x(x?+x+1) Diag(0,M_2,.,;) 3 56
x+xt+1 x+x+1 M,s, 2.4 7 24
B®+x+1 +x+1 Ms, 1 7 24
(x+1)>3 (x+1)3 M1 4 42
(x+1) Diag(1,M.,z) 8 21
x+1 I3 168 1
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8.1.d Zykel, Zykelschreibweise und Zykelzahler

Bemerkung 8.1.23: ZYKEL
(1) Sei M eine Menge und a1,...,a; € M genau k paarweise verschiedene Elemente. Dann heil3t

(ai,...,ap): M—M,

a a6€{a1,...,ak}
a—4a; a:aimitiEk—l
a;  a=a,

ein Zykel der Lange % (oder kurz: k-Zykel).
Es qilt (aq,...,a;) € Sy und (a4,...,ar) = (as,as,...,ar,a1) = (az,ai,...,a,_1) und
(@i,...,ar) =(an,...,a1)=(a,an,...,as).
Ein 1-Zykel entspricht immer der Identitét, ein 2-Zykel heillt Transposition, da es beim Abbilden
nur zwei Elemente tauscht.

(2) Disjunkte Zykel kommutieren miteinander.
D.h. (aq,...,ap)o(by,...,b;) =(by,...,b))0(ay,...,a) falls {a,...,ar}n{by,...,b;} = @.

(3) Jedes f € Sy, lasst sich als Produkt disjunkter Zykeln schreiben, falls M endlich ist. Diese
Schreibweise ist eindeutig bis auf Reihenfolge der Zykel.
Die Anzahl und Lange der einzelnen Zykeln in der Zerlegung heil3t der Zykeltyp von f.

Beweis zu 8.1.23:
(1) Trivial.

(2) Trivial.

(3) Dies zeigen wir mit einem Algorithmus, der u.a. die Bahnen der zyklischen Untergruppe (f) < S,, auf
M konstruiert.
EINGABE: f € Sy,
ALGORITHMUS:

(0) Setze N:=M.
(1) Solange N # @, wéhle a € N und finde das kleinste £ mit f*(a) = a.
Dannist z, = (a,f (@), f?(a),...,f* 1 (a)) ein Zykel.

(2) Ersetze N durch N\{a,f (a),f*(@),...,f"*(a)}, solange N # @ und gehe zu (1).

AUSGABE: Menge der disjunkten Zykel z,. Ihr Produkt ist f.

EINDEUTIGKEIT: Die in jedem Schritt (1) erzeugten Zykeln z, stellen jeweils eine Bahn (f)a < M dar.
Hatte man eine Zykelzerlegung, die ein Zykel mit Elementen aus einer Bahn enthalt, aber min. eines
der Elemente aus der Bahn fehlt, so muss dieser Fehler korrigiert werden, um das korrekte Bild von
f herzustellen, indem das Urbild des fehlenden Elements und das fehlende Element in einem neuen
Zykel dazugehangen wird. Dann ist die Zerlegung aber nicht mehr disjunkt. Die Zerlegung tiber Bahnen
ist also die einzige disjunkte Zerlegung, und die Bahnen sind bis auf Vertreterwahl eindeutig.

d
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Beispiel 8.1.24:
feon |l 2 374 B 0(3,5)
fm)| 2 4 5. 1 .3
AuBerdem:

1,2,3,4,5)(2,3,4,5) = (1,2,4)(3,5)

denn: Nehme 1, bilde sie vom rechten Zykel aus ab. Der rechte Zykel bewegt 1 nicht, also bleibt es
1. Der linke Zykel bildet 1 auf 2 ab. Das Ergebnis ist also 2. = (1,2 ...

Nehme 2. Der rechte Zykel bildet 2 auf 3 ab. Der linke Zykel bildet 3 auf 4 ab.

Das Ergebnis ist also 4. = (1,2,4 ...

Nehme 4. Das Ergebnisist 1. = (1,2,4)...

Nehme 3. Usw...

Daraus folgt auBerdem: 5/(fy = {(/)m|m € 5} = {{1,2,4},{3,5}}

Bemerkung 8.1.25:
Fir ein Zykel 7 = (ay,...,a;) gilt sign () = (-1)*!, da

7 =£a2,a3)(a3,a4)- . ‘(ak—bak)(al,akz

~
k-1 Transpositionen

dasign((a,b))=—1.

Als nachstes: Konjugationsoperationen in Sy,.

Ubung 8.1.05:
Konjugation erhalt den Zykeltyp, genauer:

o(@y,...,ar)0 Y =(0(ay),...,0(a;)) Yo €Sy

Beweis:
SeimeMundn:=c"'(m),dh. m=0c(®n).

FALLT: né¢{a,...,a,}: Dannist(a4,...,a;)(n)=n,und somit folgt:

(UO(al,...,ak)oo’l)(m) =0 ((al,...,ak)(a’l(m))) =o((ay,...,ar)(n))=ocn)=m

FALL 2: n =a; fir ein i € k. Dann ist (a1,...,a;)(n) = a;,; (bzw. a4, falls i = k, substituiere entsprechend im
Folgenden), und somit folgt:

(UO(al,...,ak)oa’l)(m) = U((al,...,ak)(a’l(m))) =o(a,...,ar)(n)=o(a;,1)
m mé¢{o(ai),...,o(a)}
= (00(as,...,an)007)(M)={ 0(ai) m=0(a) firick—1} = (a(a),...,0 @)

o(a;)) m=o(ap)
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Satz 8.1.26: ZYKELZAHLER
Fir w € S, sei a; (r) die Anzahl der Zykel der Lange i in einer disjunkten Zykelzerlegung von 7 und
a(m):=(a1(n),...,a,(m))
der Zykelzahler.

Es gilt: 7, p € S,, sind konjugiert < a (1) =a (p).
Der Zykelzahler ist eine trennende Invariante der Operation von S, auf sich per Konjugation.

Dies ist ,aquivalent” zu Elementarteilertheorie/Jordan Gber dem ,Korper mit einem Element” — viel einfacher
als die Operation von GL,, auf GL,,!

Beweis zu 8.1.26:
(1) Konjugation erhélt den Zykelzahler, denn:

Seien m,0 € S, mit 7 = (ay,...,a) (B1,-..,0:) -+ in disjunkter Zykelzerlegung. Dann ist

ono t=0(ay,...,a) 0 o (ﬁl,...,,Bl)a’lU-u

=id, =idn

‘1:'[]5(o'(al),...,O'(ak))(U(ﬁl)""7U(ﬁl))'”

Der Zykeltyp ist gleich. Insbesondere hat sich also der Zykelzahler nicht geandert.

8

(2) Umgekehrt: Seia(r)=a (p) Ordnet man bei beiden Operationen die Zykel aus der disjunkten Zykelzer-
legung der Lange nach, so stehen im folgenden Schema die Zykel gleicher Lange untereinander:

7[=(a’1,...,ak)(ﬂ1,...,ﬁl)~~
p:(all”a;e)(ﬁ’17>ﬁg)

in disjunkter Zykelzerlegung. Dann definiere nach Ubung 8.1.5 o € S, durch
a; — Qf;, ﬁj"—’ ﬁ;,

firiek, jelusw. Dannistono™ = p. O

Ubung 8.1.06:

Jedesa € Z2, mit Y.! ; ia; = n kommt als Zykelz&hler eines Elements von S, vor.

Wie viele Konjugiertenklassen hat Sg?
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Beispiel 8.1.27: KONJUGATION IN S,
(1) Gegeben seien

m:=(1,2)(3,4,5,6,7)(8,9)
p:=(9,4)(1,2,3,7,6)(5,8)

in Sg. SUCHE ein g € Sy mit oo !

= p. LOSUNG:
0=(1,9,8,5,3)2,4)6,7)

o ist nicht eindeutig! Nach Umschreiben in p = (5,8)(1,2,3,7,6)(9,4) erhdlt man o =
(1,5,7)(2,8,9,4,3) als eine weitere Losung.

BEACHTE: Die Losungen bilden eine Nebenklasse nach Cg, (n)= {0 € Sy|ono ' =7}. Man
sieht leicht: Die Elemente von Cg, () entsprechen den Mdglichkeiten, eine disjunkte Zykel-
zerlegung von 7 kompatibel unter die gegebene disjunkte Zykelzerlegung von  zu schreiben.
Also ist |Cs, ()| =2-2° x 5.

(2) Bestimme den Zentralisator Cg,, ((1,2,3)). LOSUNG:

Csy ((1,2,3)) = {m € S0 7(1,2,3) 77" = (1,2,3)}
= {1 € S10l (1(1),7(2),7(3)) = (1,2,3)}

Also ist 7 = (1,2, 3)’ p mit p € Syound p(j) =j Vj€3, kurz: Cg,,((1,2,3)) =((1,2,3)) x S10\3

~—~——
Sq

n

8.1.e Anzahl der Bahnen des Stabilisators

Bemerkung 8.1.28:

Die Gruppe G operiere auf M und N.
(1) G operiert auf M x N durch
Gx(MxN)—Mx N,
(g, (m, n))—(gm, gn)

Diese Operation heil3t Diagonaloperation.

(2) Ist die Operation auf M transitiv, dann gibt es eine Bijektion zwischen der Menge der Bahnen
von G auf M x N und der Menge der Bahnen von Stabg (m) auf N fir jedes feste m € M.

Genauer: Die Abbildung

G\M *N) — spap, (m)\V,
G (m,n)— Stabg(m)n

ist eine Bijektion.

Beweis zu 8.1.28:
(1) trivial (Operationsaxiome).

(2) Wir zeigen, dass die Abbildung wohldefiniert ist: Wegen der Transitivitdt von G auf M ist jede Bahn von
G auf M x N von der Form G (m,n) ={(gm,gn)|g € G}. Gilt G(m,n) = G (m,n’) fir ein n € N, so sind
offenbar n und n’ in derselben Bahn unter Stabg (m):

(gm,gn) = (hm,hn’')
< (h'gm,h 7 gn) = (m,n')
<h'geStabg(m)an'=(h'g)n
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Offenbar ist die Abbildung surjektiv (trifft jede Bahn). Die Injektivitat folgt wegen
Stabg (m)n = Stabg (m)n' < G (m,n) =G (m,n’)

Also haben wir eine Bijektion.

Beispiel 8.1.29:

Sei V ein e.e. K-VR. Dann operiert G := GL(V) auf ¥V \ {0} transitiv.

Der Stabilisator eines Vektors V € V\ {0} hat dann jedes Vielfache # 0 von V wieder als Bahn, sowie
die Menge aller Vektoren, die linear unabhangig von V sind.

Die Bahnen von GL(V) auf (V\{0}) x (W \{0}) sind also durch {(V,aV)|V #0} mit a € K und
{(V,W)|V,W linear unabhangig} gegeben.

In Matrizen: V = K™, G = GL,, (K), Operation durch Linksmultiplikation. Der Stabilisator des ers-
ten Standardbasisvektors E; = (I,,)_ , ist

Stabg (E,) = ac K"V AeGL, ;(K)

und hat die folgenden Bahnen auf V: {aE .} fira € K\ {0} und V\ {eE|a € K}.

Beispiel 8.1.30:

Sei V ein e.e. K-VR. Dann operiert G = GL(V) auf V* := Hom(V, K) (Dualraum von V) linear und
treu durch

GxV*—V*,
(g.0)—¢@og™

Der Stabilisator eines ¢ € V* \ {0} operiert auf jeder Faser ¢! ({a}) mit a € K, also auf jeder Rest-
klasse nach Kern ¢.

Das Studium der Operationen von Stabg (¢) auf ¢ ~* ({1}) heiRt affine Geometrie und wird im néchs-
ten Kapitel ausfiihrlich behandelt.

In Matrizen: V = K**!, G = GL, (K) Die Operation auf K**", die bekanntlich Hom (K"*!,K) ent-
spricht, ist gegeben durch:

GXlen_)len’
(8.2) —Zg™

Der Stabilisator des letzten Standardbasisvektors Z,, := (Im_) =(0,...,0,1)ist

Stabg(Z,):= {(%‘%)

Die Operation dieser Gruppe auf

ae K"Vl Ac GLn_l(K)}

S Vi Vi
(p—l {1hH = {(1) ‘S EK(n—l)xl} mit ¢ C= Z, = V.,
V., V.,

wird also die affine Geometrie sein. Man beachte:

o))
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8.2 Homomorphismen und Normalteiler

Definition 8.2.1: GRUPPENHOMOMORPHISMUS

Seien G, H Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — H heil}t Gruppenhomomorphismus, wenn

p(g182)=p(g1)p(g2) Vg1,82€G
eG eH

Beispiel 8.2.2:

G O M. Dannist

¢ : G— Sy,
g—(m—gm)

ein Gruppenhomomorphismus.

Ist M =V ein K-VR, so ist die Operation genau dann linear, wenn Bild ¢ é GL(V) < Sy liegt.

Definition 8.2.3: NORMALTEILER

Menge der Untergruppen) hei3t Normalteiler (NT) von G, und wir schreiben U <G.

Eine Untergruppe U < G mit gUg™! = U Vg € G (Fixpunkt bzgl. Konjugationsoperation auf der

Satz 8.2.4: BiLD UND KERN

von H und Kern¢ := {g € G| ¢(g) = 14} ein Normalteiler von G.

Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist Bild ¢ := {(p(g)|g € G} eine Untergruppe

Beweis zu 8.2.4:
Firn € Kerng, g € G gilt:

plgng ™) =9@ e @ =p@ e " =1y
——

=1y

also ist gng™ € Kern .

Beispiel 8.2.5: KONKRETE BEISPIELE FUR NORMALTEILER

(1) Ist G eine beliebige Gruppe, so sind {1} und G Normalteiler von G, die ,trivialen Normalteiler".

(2) sign:S, — ({+£1},-)ist ein Gruppenhomomorphismus. Der Kern ist also ein Normalteiler (vom
Index 2) von S,, die sogenannte alternierende Gruppe A, := Kern(sign) vom Grad n. Ihre Ele-
mente heilBen gerade Permutationen. (Dies ist wieder ein Fall des ,Korpers mit einem Element”
analog der speziellen linearen Gruppe.)

(3) det: GL, (K) — K*:= (K \ {0}, ) ist ein Gruppenhomomorphismus fiir jeden Korper K. Also
ist Kerndet ein Normalteiler von GL,, (K). Dieser wird mit SL,, (K) :={g € GL,, (K)|detg =1}
bezeichnet und heil’t die spezielle lineare Gruppe vom Grad n.

(4) SeiU <@G. Dannist Core(U):= N, gUg " der groBte Normalteiler von G, der in U enthalten
ist. Es gilt: Core(U) = Kern (G AN SG,U).

(5) In einer Abelschen Gruppe ist jede Untergruppe ein Normalteiler.
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Bemerkung 8.2.6:

Eine Untergruppe N < G ist genau dann ein Normalteiler, wenn sie Vereinigung von Konjugierten-
klassen von Elementen ist.

Beweis zu 8.2.6:
N ist genau dann ein Normalteiler von G, wenn sich die Konjugationsoperation von G auf N einschranken

lasst (d.h. auf N abgeschlossen ist — ganze Konjugationsklassen miissen also immer in N liegen). a

Ubung 8.2.0U1: NORMALTEILER SYMMETRISCHER GRUPPEN

Alle Normalteiler von symmetrischen Gruppen vom Grad 3 und 4 sind
Ss>A;>{1} und S,2A>V,>{1}
wobei V, :={(1),(1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)}.

Beweis:
Betrachte zunachst die Konjugiertenklassen von S,

Diese sind nach Ubung 8.1.U5:

Vertreter | Lange der Bahn
idy 1
(1,2) (;)=6
(1,2)(1,2) 6-3
(1,2,3) 2-(;)=8
(1,2,3,4) $=6
AuBerdem gilt: [Sy| =4! =24 , d.h. nach dem Satz von Lagrange 8.1.7 muss jede Untergruppe von S,

eine Ordnung von 2,3,4,6,12 oder 24 haben. Die id, muss in jeder Untergruppe enthalten sein.
Zun&chst natirlich die trivialen Untergruppen, die auch die trivialen Normalteiler sind: S, selbst und {id,}.
Nach Bemerkung 8.2.6 sind mogliche Kandidaten fiir Normalteiler also:

o 10 {id,} US4(1,2)(3,4) mit Ordnung 4
o 2 {id,} US,(1,2)(3,4) U S,(1,2,3) mit Ordnung 12

wobei Sy;m die Bahn unter der Konjugationsoperation von S, auf sich selbst sei.
Esist

*+ 54(1,2)(3,4) ={(1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)}
+ 54(1,2,3)=1{(1,2,3),(1,3,2),(2,3,4),(2,4,3),(1,3,4),(1,4,3),(1,2,4),(1,4,2)}

Damit folgt: Der zweite Kandidat, mit Ordnung 12, ist A4, ein Normalteiler auch nach 8.2.5.(2).
Der erste Kandidat ist V, := {id4,(1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)}, eine Gruppe (ggf. Multiplikationstabelle
aufstellen zum Nachpriifen) und somit auch Untergruppe und Normalteiler nach 8.2.6.

Somit sind die Normalteiler von S, genau S,, A4, V, und {1}. a
Ubung 11.3:
Sei G eine Gruppe. Dann gilt:

(1) ¢:G— G, g— g !ist Automorphismus < G Abelsch.

(2) ¢:G — G, g— g?ist Endomorphismus < G Abelsch.

8) MIN2GAMZG

Beweis:
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© study.woalk.de


https://study.woalk.de

8 Gruppen & Operationen LA2 | Barakat | Universitat Siegen

(1) Durch Gruppenaxiome gilt zunédchst: ¢ ist bijektiv. Seien a, b € G beliebig. Es gilt:

p(ab) = p(@)p(d)
o(ab)yt=a b
< (ab) ' =(ba)™
< @p(ab)=¢@(ba)
< ab=ba

= (p ist Gruppenhomomorphismus auf G genau dann, wenn G Abelsch ist.

(2) Seien a,b € G beliebig. Es gilt:

@(ab)= p(a)p(b)
< (ab)? =a’b?

< abab=aabb e || -gb7?
< ba=ab
3)
Betrachte U := {id,(1,2)(3,4)} <V, : 'V, ist Abelsch (siehe Ubung 8.2.01),

damitist U 9V, ein NT.
Aber in Ubung 8.2.U1 wurde bereits gezeigt, dass U kein Normalteiler von S, ist, V, hingegen schon.

Somit kanni.A. aus M <N <G nicht M 4G folgen.

Satz 8.2.7: VORBEREITUNG ZUM HOMOMORPHIESATZ

Sei N ein Normalteiler von GG. Dann bildet die Menge der Linksnebenklassen G/N ={gN|geG}
eine Gruppe unter vertreterweise Multiplikation:

G/N x G/N—’G/N,
(gN,hN) —ghN

Beweis zu 8.2.7:
Es ist klar, dass wir eine Gruppe vorliegen haben, sobald die Verkniipfung wohldefiniert ist. Zur Wohldefiniert-
heit: Sei g’ =gm € gN, k' = hm € hN. Dann gilt:

(g'h')N =(gmhm)N =(gh) (h"'mh)n N =ghN
—_———

meN, neN,
h~lmheN weil NT

Beispiel 8.2.8:

Die S; = Stabg, (4) ist kein Normteiler von S,. ) )
Dies kann man auf mehrere Arten nachvollziehen. Zum Einen haben wir in Ubung 8.2.U1 alle Nor-
malteiler konstruiert. S; ist keine Vereinigung von Konjugiertenklassen, denn

nSsmt = 7 Stabg, g t= Stabg, (7 (4)) # S3

flr einige 7, z.B. w = (1,4).
Zum Anderen bilden die Linksnebenklassen S,/S; = {Ss,aS3,a%S;,a%S;} mita =(1,2,3,4) keine
Gruppe. Es ist z.B. (aS;)® = {ahag|g,h € S5} = S,.

96
© study.woalk.de


https://study.woalk.de

8 Gruppen & Operationen LA2 | Barakat | Universitat Siegen

Bemerkung 8.2.9: WICHTIGE EIGENSCHAFT VON NORMALTEILERN

Eine Untergruppe N ist genau dann ein Normalteiler von G, wenn gN = Ng Vg € G (d.h. Links- und
Rechtsnebenklassen stimmen {iberein). Dies wird oft auch als Definition von NT verwendet.

Insbesondere sind Untergruppen N vom Index 2 immer Normalteiler, denn
NUgN=G=NUNg
alsogN=G\N=Ng.

Definition 8.2.10: EINFACHE GRUPPEN

Eine Gruppe G # {1} heilt einfach, falls G und {1} die einzigen Normalteiler von G sind.

Ubung 8.2.02:

Die zyklische Gruppe der Ordnung n

Co:=(2/nz,+)

ist genau dann einfach, wenn n prim ist (d.h. sie keine nicht-trivialen Untergruppen hat).

Es gibt einige Ordnungen, in denen es nur die zyklische Gruppe gibt (Sylowsatze, — Algebra).

Ubung 8.2.03:

Aj ist einfach. (A, ist nicht einfach, denn V, <A,))

Die Klassifikation aller endlichen einfachen Gruppen war ein ,Desaster”. In 150 Jahren Arbeit wurde die genaue
Klassifikation nie komplett dokumentiert. Die Klassifikation besteht hauptsachlich aus A,, und Gruppen vom

Lie-Typ.
Z(SL, (F,)) SSL, (F,) SGL, (F,) ~ PSL, (F,) = SL. (F4) /7(sL,, (1))

(P fur ,projektiv) — das IF ,-Analogon zu A, liber dem ,einelementigen Korper”.
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Hauptsatz 8.2.11: HOMOMORPHIESATZ FUR GRUPPEN

(1) IstG eine Gruppe, N <@, dann bildet die Menge G /N der (Links-)Nebenklassen eine Gruppe
mit vertreterweiser Multiplikation:

gN-hN:=ghNVgeG
und der natiirliche Epimorphismus

vi=vy:G— G/,

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus (Gruppenepimorphismus) mit Kernv = N.
(2) Istp:G — H ein Gruppenhomomorphismus, so ist Kern ¢ ein Normalteiler von G und Bild ¢

eine Untergruppe von H. Weiter definiert
¢ G/Kern(p —H,
gKernp— ¢(g)

einen Monomorphismus und ¢ faktorisiert, d.h.

G H
VKern (p\ / (‘i)/
G /Kerng

kommutiert, d.h. ¢ = @ © Vkernp-
Insbesondere sind G /Kern¢ und Bild ¢ < H isomorph.

Beweis zu 8.2.11:
(1) Diesist Satz8.2.7.

(2) Genauso wie beim Homomorphiesatz fiir Mengen zeigt man, dass ¢ wohldefiniert ist:

¢ (gKerng) = p(g)¢ (Kerng) = ¢(g)- = ¢(g)
Es bleibt die Homomorphieeigenschaft von ¢ zu tberpriifen. Setze N := Kern¢, und seien g,k € G.
Dann gilt:

P(NhN)=@(ghN)=¢(gh)=¢(g)¢p(h)=p(gN)p(hN)

Dass vy ein Epi ist, wissen wir bereits. Dass die Komposition ¢ o vy = ¢ ist, ist trivial (fast Definition
von ).
a

G Bild¢
G/Kerng | ¢
Kern¢ {15}

{1g} e

Satz 8.2.12: NOETHERSCHER ISOMORPHIESATZ
Sei N ein Normalteiler von G und U < G. Dann ist

UN=<GundNnU<U

(wobei UN :={un|ueU, neN})undesgilt UN /Ny =U /iy~ N.
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G
UN
Subfaktorgruppen
U % N

UNN

{16}

Beweis zu 8.2.12:
Wichtiger Beweis!

Wegen UN = NU folgt UN < G. Offenbar ist N auch NT in UN, da es in G ein NT ist, und somit ist

p:U—UN /|
u—uN

ein Homomorphismus, sogar ein Epimorphismus mit Kerny=U NN und Bildu = UN/N .

Wende jetzt Homomorphiesatz an. a
Definition 8.2.13: SEMIDIREKTES PRODUKT
Eine Gruppe G heiB (internes) semidirektes Produkt, falls es einen Normalteiler N < G und eine
Untergruppe U < G gibt mit
(1) NU=G
2) NnU={1}
Wir schreiben G = N x U (,Stab” auf Seite der Untergruppe).
Beispiel 8.2.14:
S, =V, X S3, wobei es egal ist, welche der 4 Untergruppen S; in S, gewahlt wird. Beachte, dass alle
Elemente # 15, =id, in V, keine Fixpunkte auf 4 = {1,2, 3,4} haben, also ist V,nS; = {1}.
Ubung 8.2.04:
V4S; =S,
99
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Beispiel 8.2.15: AFFINE GRUPPE

Die affine Gruppe ist definiert durch

oo -{4]1)

= ,,Knxi" X, GLn (K) “ (eigentlich andere NT/Untergruppe, die man damit identifizieren kann)

ae K™ AeGL, (K)} <GL,.1(K)

Dabei ist

nxla _ In a nx1 . In ‘ a In, ‘ b _ In, ‘ a+b
K "{(0 1)“€K }m't(01 0o[1) 0o 1

(d.h. Gruppenmultiplikation verhalt sich wie die Addition der Vektoren a € K™*11)
der Kern des Gruppenhomomorphismus

Aff, (K) — GL, (K),

Ala
(55—
= (419 [4cor.ao0)

und

Bemerkung 8.2.16:

In einem semidirekten Produkt G = N x U hat jedes Element g eine eindeutige Darstellung als
g=numitneN, uel.

Beweis: )
un=un'ou'u'=n (n')" =1 (weil Schnitt {1}). O
—_— -
eU eN o
——
Es qilt (n1uq)(nous) = ( ni ulnguzl)(uluz) firny,ne €N, uj,us€U.
=
€ eN €
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9 Geometrie

9.1 Affine Geometrie

9.1.a Der affine Raum

Definition 9.1.1: AFFINE RAUME

Sei V ein K-VR.

Ein affiner Raum Uber V ist eine nicht-leere Menge <, genannt Punktmenge, auf der V scharf
transitiv operiert. Da V als Gruppe Abelsch ist, ist ,scharf transitiv‘ = ,treu und transitiv".

Der VR V wird als Translationsraum von «f bezeichnet, kurz V =7 ().

GENAUER: Ein affiner Raum ist ein Tripel (<7, V, 1), wobei

T:Vx oA — A,
(V,P)— 1y (P)

eine scharf transitive Operation von VV ) &/, wobei die Abbildung
ty:A >, P—1y(P):=7(V,P)
Translation um den Vektor V von «f heil’t.

BEZEICHNUNG: Oft schreiben wir V + P oder P +V anstelle von 7(V,P) = 7y (P).
Diese Schreibweise darf nicht implizieren, dass «/ =V ist!

Jeder VRV ist ein affiner Raum mit Translationsraum V, aber dieses Modell («f =V =T («/)) hat
den Nachteil, dass man nicht zwischen Punkten und Vektoren unterscheidet. Daher bevorzugen wir
ein besseres Modell:

Beispiel 9.1.2: AFFINER STANDARDRAUM
Ist V ein K-VR mit nicht verschwindender Linearform ¢ : V — K, so setze
V:=Kerng und o/ (¢) = ¢ ' ({1})
Dann ist (< (¢),V,T) mit

7: Vxof (p)— (¢),
(V,P) —V+P

ein affiner Raum.
o (¢) ist ein Modell des VRs, in dem das Nullelement keine besondere Rolle mehr hat!

Wir sehen speziell fiir V = K®*9*1 und ¢ € (K"*Y*!)" die Projektion auf die letzte Komponente:

o, (K):= ol (¢) = {(}f) 'X eK”“}
und nennen ihn den n-dimensionalen affinen Standardraum. Sein Translationsraum ist
T (et (K) = {()0() ’X eK"“}

was wir mit K™ identifizieren.
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Bemerkung 9.1.3:

Sei o/ ein affiner Raum liber dem K-VR V.
(1) Fir jeden Punkt Py € of ist

YV — o,
V— 1y (Py)=Py+V

eine Bijektion.
(2) Fiir jedes Paar (P,Q) € «/? gibt es genau einen Vektor V € V mit 7y (P) = Q. Wir bezeichnen
ihn mit V =: PQ als ,Richtungsvektor von P nach @".

Beweis zu 9.1.3:
Spezialfall von 8.1.12. a

P oQ

o

Oe

T ()

Ubung 9.1.01:

Sei K ein Korper, V ein K-VR, <f ein affiner Raum Uber V. Seien P,Q,P’,Q’',R € <. Dann gilt:
(1) QP =-PQ
(2) QR =PE-PQ
(3) PQ=PQ' & PP =QQ

Beweis: -
(1) EsgiltperDef:Q +QP =P
©Q+§1:';+(—Q—?I_5) =P+(—@5)
-+ (@) -r+[-2)
N————
Addition in V
< Q+0y =P+(—Q—P))

@Q:P+(—§ﬁ)
©PQ=-QP
©-PQ=QP

(2) Es giIt:Q+Q—R):R
P+PR=R
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P+PQ=Q
>Q-PQ=P
~Q-PQ=R-PR
@Q—%+F§:R—F§+Fﬁ
@Q+(—ﬁ+ﬁ):R+(—ﬁ+ﬁ)

Addition in V =0y
©Q+(FI_§—P_Q)):R
= QR =PR-PQ
(3) Esgilt
P+PQ=Q; P+PP =P
P'+P'Q'=Q"; @+QQ'=Qq'
Nach (1) ist

PQ =PQ -PP  (la)

=QQ -QP (b
Fé:P—’Q—ﬁ (IIa)

=R'Q-Q'P (ITb)
Betrachte
G - Pg
o PQ - P'Q’ =0y
— —_—~

s PQ-PP - QQ+QP =0,
o PQ-PQ - PP -QQ =0,
— e —

o 0y - PP=QQ
o PP =QQ'

Definition 9.1.4: AFFINE TEILRAUME

Sei («/,V, 1) ein affiner Raum iber dem K-VR V. Eine Teilmenge </’ < o/ heil affiner Teilraum von
o, falls ein Teilvektorraum W <V existiert, sodass («/',W,1/,,,, ) ein affiner Raum tiber W ist.

Bemerkung 9.1.5:

Sei «f ein affiner Raum iber V := T ().
(1) Der Translationsraum eines affinen TR «¢' von < ist eindeutig bestimmt.

T(d’)z{?@|P,Qe,sz¢’}

(2) Zujedem W <V und jedem Punkt P € of gibt es genau einen affinen TR <’ von of mit P € «f'
und Translationsraum 7 (&) = W, namlich o' =P+ W =W+ P.
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Beweis zu 9.1.5: .
(1) folgt sofort aus 9.1.3: PQ ist der eindeutige Vektor mit P +V = Q.

(2) Ganz offensichtlich operiert YW auf P + )V durch 7, und zwar transitiv. Dass diese Operation scharf
transitiv ist, vererbt sich dadurch, dass W<V und V O « 2 P + )}V scharf transitiv.

Damit ist P + )V ein affiner Raum mit 7 (P + W) =W und P € P + W (namlich fiir P + 0y,).

Bemerkung 9.1.6: AFFINES ERZEUGNIS

Der Schnitt affiner TRe eines affinen Raums < ist entweder leer oder wieder ein affiner TR.
Sind o7 (i € I = IN) affine TRe von &/ und P € )<, so ist

el

ﬂ&fi =P+ﬂ7-(é2¢i)= {TV(P):P+V‘V€ﬂT(Q¢i)}
iel iel iel

Ist  # M < of eine Teilmenge, so sei das affine Erzeugnis von M der kleinste affine TR, der M

enthalt: (M),:= (] &'

oA <ol
McA’

9.1.b Affine Abbildungen

Definition 9.1.7: AFFINE ABBILDUNG

Seien o/, /' affine Rdume tiber den K-VRen V =T (L) und V' =T («L"). B
Die Abbildung f : o — </’ heilt affine Abbildung, falls eine lineare Abbildung f : V — V' existiert
mit

FPYf@=F(PQ) vP,Qew

Die lineare Abbildung f heilt auch der lineare Anteil von f.

vgl. Polynom:
p(x)= + 01X | yaoxdT.

konst. Anteil
- >

Affine Geometrie

Bemerkung 9.1.8:

Seien «f, of’ affine Raume mit TranslationsvektorraumV =T («f) und V' = T (<f’). Sei P, € o/ fest
gewabhlt.
(1) Jede affine Abbildung f : o/ — /' ist eindeutig festgelegt durch f (P,) und ihrem linearen
Anteil f: V-V
Ist némlich f (Py) =: @, € &', so ist fiir einen beliebigen Punkt P € o/ und V := ﬁ eV (so-
dass 7y (Py) = P):

Qof (P)=F (P f (P)=F (PP = £ (V)

d.h. £ (P) = f (Po)+ f (V) (man weid also, wie man jeden Punkt P ausrechnet.)
(2) Fiir jeden Punkt @, € &' und jede lineare Abbildung ¢ : V — V' gibt es genau eine affine
Abbildung f : o/ — <’ mit f (Po) = @, und f = ¢, namlich £ (P) = Q, +f(P0P).
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Ubung 9.1.U2: TRANSLATIONEN

Translationen sind affine Abbildungen, deren linearer Anteil die Identitdt des Translationsraumes
ist. Sie sind auch die einzigen Abbildungen eines affinen Raumes mit dieser Eigenschaft.

Beispiel 9.1.9: AFFINE ABBILDUNGEN VON <7, (K)
0
Wihle P, = 0 € oA, (K).

1
Die affine Abbildung # mit linearen Anteil S £S (bzgl. der Standardbasis S von K™*!) und
b
fP))=Qo = b:n
1

ist gegeben durch Matrixmultiplikation mit ( ‘8 Zi )

Satz 9.1.10:

Seien of , of', of" affine Raume liber K-VRen.

(1) Kompositionen affiner Abbildungen sind affin.
Genauer: Sind f : of — &', f': o' — " affine Abbildungen, so ist

flof:od — A"
wieder affin, mit f'o f = f/o f.

(2) Ist f:.f — o’ affin und bijektiv, so ist £~ : o' — <f ebenfalls affin mit f1=F .
Man sagt, dass f ein affiner Isomorphismus ist.
Insbesondere ist

Aff(of):={f : of — /| f affin und bijektivi< S,
eine Gruppe, genannt die affine Gruppe von </, und
Aff(of) — GL(T (),
f—7f
ist ein Gruppenhomomorphismus.

(3) Ist f : of — /' affin und " ein affiner TR von «f, so ist f («/") ein affiner TR von ', mit
T (L") = F(T(A").

(4) Ist f: of — of" affinund «¢” ein affiner TR von ¢, so ist £~ (<¢") leer oder ein affiner TR von
A mit T (f ) =F (T (™).

Beweis zu 9.1.10:
(1) Fir P,Q € of ist

(fref)PYf of)@=F(FPH(f @)
- 7(FEr@)-7 (7 (Fd)) - (7o7) ()
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(2) Wegen der Identifikation nach Wahl eines Punktes von o mit 7 («/) und </’ mit T (<f’) ist klar, dass
—1

f:T (s£) — T (<£') bijektiv ist. Zeige nun noch, dass £ (P)f Q") = f (m) VP',Q' € ' Dies

ist dquivalent dazu, dass f (f*1 (Pt (Q’)) (?)P’Q’.

|

Satz 9.1.11: AFFINE DIMENSION

Zwei affine Rdume ¢ und ¢’ sind isomorph genau dann, wenn Dim 7 (=) = Dim 7 (<f’) ist.

Sei Dim < := Dim 7 («¢) die Dimension des affinen Raumes 7.

Insbesondere ist o/ affin isomorph zu </, (K) fir n = Dim</. Ein affiner Isomorphismus &/ —
o, (K) heil’t affines Koordinatensystem (— Descartes).

Beweis zu 9.1.11: B
Ist f : o/ — /' ein affinerlsomorphismus, soist f : T (/) — T (&/’) ein VR-Isomorphismus, also Dim 7 (/) =
Dim 7 (7).
Umgekehrt sei ¢ : 7 (of) — T («/') ein VR-Isomorphismus. Offenbar ist fir jeden festen, aber beliebigen
Punkt P, € o/ die Abbildung

o — T (sf), P PP

ein affiner Isomorphismus.
Dieser Isomorphismus ist gegeben durch P — P + ¢ (POP), wobei P € o' beliebig, aber fest gewdhlt. O

Somit ist die Dimension eine affine Invariante.

Definition 9.1.12: PARALLELITAT

Sei o/ ein affiner Raum liber dem K-VR T (<) mit affinen Teilrdumen o/, «¢".
(1) Die TRe heilen parallel, falls 7 («¢') = T (/).
(2) Die TRe heiBen schwach parallel, falls 7 («f") = T (") oder T (") = T ().
(3) Die TRe heilen windschief, wenn o/’ Ne?” = @ und T (') NT (") = {0}.

«— parallel

o'
o

T (")
T ()

[eX

Ubung 9.1.03:

Sei o/ ein affiner Raum iber dem K-VR V.
(1) Parallelitét ist eine Aquivalenzrelation auf allen affinen Teilrdumen von <.

(2) Eine Aquivalenzklasse der Parallelitat mit zugehérigem TR W < T (&) bildet einen affinen
Raum d/W < 9., mit Translationsraum V/W. Man nennt ihn auch den Bahnenraum von «f
mod W. Beachte: ) operiert zwar auch transitiv auf <7 /), aber nicht treu, auBer bei W = {0}.

Beweis:
(M Dass_.ParaIIeIitét auf %, = {'| 4" < o7} eine Aquivalenzrelation ist, ist offensichtlich, da Gleichheit
eine Aquivalenzrelation ist.

2
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Definiere fiir o' < o/ mit T (/') =)V <V die Operation

. Viwxd jpy— )y,
V+W),P) —P+(V+W)={P+V+W|PeP, WeW}

Dies ist eine Operation, denn fiir beliebige P € o7 /W gilt:
« P+W=P+T(P)="P,daT (P)auf P per Def. transitiv operiert. = P + (0, + W) =P
Damit kann die Operation vereinfacht werden: P +(V+W)={P +V |P € P}
* MitV+W, V'+We V)W ist
P+(V+W)+(V'+W)={P+V|PeP}+ (V' +W)={P'+V'|P'e{P+V|PeP}={P+V+V'|Pe

+ Die Wohldefiniertheit ist klar, da in Faktorrdumen gilt: Ist V+W =V'+ W, soist V = V' + W fiir
ein W € W, und wie im ersten Punkt gezeigt ist dieses W fiir die Operation irrelevant.

Seiennun P,Q € o/ /W, P e P, Q € Q beliebig. DaP+17§=Q,giIt:
P+(1?Q+w)={P+P_Q’+W]WeW}:{Q+W|WeW}

wieder, da WV auf Q transitiv operiert.
=>P+ (Fé + W) = Q= V/W operiert transitiv auf o/ /WV.

AuBerdem: Seienauch P’ e P, Q' € Q. = P'=P+W,;, Q' = Q + W, fiir jeweils ein eindeutiges W,,W, €
W, da W auf auf P und Q scharf transitiv operiert (Satz 8.1.12).

EsistP"+P'Q' =Q’
oP+W,+P'Q =Q+W,
©P+(P,Q,+W1—W2) :Q
= P_Q =P'Q' + W, — W,, da die Richtungsvektoren eindeutig sind
= P_Q +W =P'Q"+W, d.h. Richtungsvektoren in V/W sind eindeutig

= Nach 8.1.12, (2)=(1), folgt: V /W operiert scharf transitiv auf </ /W .
Damit ist </ /W ein affiner Raum mit 7 (/ /W) = V/W.

Ubung 9.1.04:
SeienUd, W <V und

(pg{-»&i/ux&f/w’
P—@P+U,P+WV)

Dann gilt:
(1) ¢ ist eine affine Abbildung.
(2) g istinjektive U NV ={0}.
(3) @ istsurjektiveld +W =Y.

Beweis:
(1) o /U x o /W ist affiner Raum mit

C T (U x L /W)=V/U VW
- (@ +U, Q'+W)+(E,W) —(Q+U)+U, @ +W)+W)
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und es gilt:

pP)p@Q)=P+U,P+W)Q+U,Q+W)
= (Fé +U, Fé +W)
5173}

p:V—VY)yeVjy,
V—V+U,V+W)

(2) ¢ injektiv <= @ injektiv & Kern = {0} =4/ n W = {0}.

(3) ¢ surjektiv 3 @ surjektiv o U+ W = V.

Bemerkung 9.1.13:

Parallelitdt und schwache Parallelitat bleiben unter affinen Abbildungen erhalten. Die Eigenschaft,
windschief zu sein, bleibt unter mindestens injektiven affinen Abbildungen erhalten.

Beispiel 9.1.14:

Seien V, p € V* = Hom (V,K), V:=Kerng und o () := ¢~ ({1}) wie in Beispiel 9.1.2.
Entsprechend nehmen wir einen zweiten affinen Raum mit weiteren Daten W, Y E W*, W =
Kerny, of (y):=y 1 ({1}).

Dann ist eine affine Abbildung f : o (¢) — < () nichts anderes als die Einschrénkung einer linea-
ren Abbildung a : V — W, welche «f (¢) in < () abbildet, d.h. o a = ¢.

Wir haben also das kommutative Diagramm

0) et )

o
é [Emschr.f

o

W
a
‘y

K

Ubung 9.1.05:

a legt f eindeutig fest und umgekehrt.

Beweis zu 9.1.14: B B
(1) SeiBeineBasisvonV=Kerngp <V, a, b€ V/V; p(@)=a' #0, p(b)=b'#0inK.

!

:>(p(§ -b) = %(p(b):a’zqi(a)

!

z(p(%b—a)=0z%b—a€Kern(p

:%b=a+/1131+---+/1k3k

a/
ﬁyb=a+/11B1+"'+/lkBk
= be(a)+(B)

>V=(a)+V
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Seia:V — VN\/, a— f(a), B;— f(Bi). «a ist linear, da sie auf einer Basis definiert ist.

*Ved(p)c)V=>V=a+b,beT (o (p))=V

=>F(V)=f@+f®)=a@)+ab)=al)

>y (f (V) =y(aV) = t//(f(a))+w(f(b)) —1+0=1

etly) ew
s VeV2V=Aa+b,beVay@V)=1-1=¢(V)

(2) =" Klar: f = aid((ﬂ) = f eindeutig durch a definiert.

, = e a+0eo ((p)
=>ad'(@+0)=f(a+0)=f(a)=a(a)
« d(@)+a'(B)=a'(@+b)=f(a+b)=f(a)+f(b)=a'(a)+f(b), b€ B (Basis)
= a'(b)=f(b)=a(b)
= a = a' (weil Basis a komplett definiert)

Wichtiger Spezialfall: AFFINE GRUPPE
Aff (<, (K)) kann mit der Matrixgruppe

AFF, (K) = {(‘3;) ‘A €GL, (K), te K’”l} <GL,,,(K)

identifiziert werden, die durch Linksmultiplikation auf

1

oA, (K) = {(X) XeK”“}

operiert. Man beachte, dass Aff, (K) bereits als Stabilisator eines Kovektors (d.h. eines Vektors
im Dualraum, auch Funktional genannt) in Beispiel 8.1.30 und als semidirektes Produkt in Beispiel
8.2.15 vorkam.

Bemerkung 9.1.15:

In Aff,, (K) gelten:
alt\[b|t)_(ab|as+t
o[1){o[T) {0 1
alt\" (al|-alt
oj1) o 1
alt L |s a\t_l_ I, | as
ot /{oft)lo[T) o1
ala+st \(a'|-a't)_ In‘—g,cf‘ft+as+t
e e [ e e R & ]

Der Homomorphismus ,linearer Anteil nehmen"” ist hier gegeben durch

Aff, (K) — GL, (K), ( a i )»—»a
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9.1.c Das Invarianzprinzip der affinen Geometrie

Bemerkung 9.1.16:

Aff(<f) operiert transitiv auf dem affinen Raum < und hat genau zwei Bahnen auf of x of.

Beweis zu 9.1.16:
T («f) < Aff(<f) operiert scharf transitiv auf ¢ , also insbesondere transitiv und somit auch Aff(<7).

st = A [GL(T (o))
Ist Py € o , so ist der Stabilisator Stabag .. (Po) = GL(T (&) vermdge dem Gruppenisomorphismus

Stabam 3 f = (F : PoP — Pof (P)) € GL(T (/)

Also hat Stabags.s) (Py) zwei Bahnen auf «/, namlich {P,}, &/ \ {Pg}. O

In unserem Standardmodell kann man ohne Einschrankung annehmen, dass P, =| - |ist.

StabAﬁ"(,af) (Po) = {(%‘%)

Bei der Operation auf Tripeln bekommen wir die ersten geometrischen Invarianten:

ac GLn(K)}

Definition 9.1.17: KOLLINEARITAT

(1) P € «/™ heil}t affin unabhangig, falls fiir jeden affinen Raum </’ liber K und jedes Tupel @ €
(«7')" eine affine Abbildung f : o/ — /' existiert mit foP =@, d.h. f(P,)=@Q; Vien.
Ein maximal affin unabhangiges System in <7, d.h. das ganz «f erzeugt, heil3t affine Basis.
(2) P heiBt kollinear, falls Dim (P), < 1, und komplanar, falls Dim (P}, < 2.

Bemerkung 9.1.18:

Fir P € /™ sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) P ist affin unabhangig.
(2) Dim(P),=n—-1
3) (PnPl,...,PnPn,l) € T («¢)" " ist linear unabhangig.
(4) Die affine Abbildung

f: 'dn—l(K)_’<P>aS*Q¢7

- E,
Ei::( 1 )n——»Pi’

0

definiert einen affinen Isomorphismus.

Beweis zu 9.1.18:
VORBEMERKUNG: Es gilt 7 ((P),) = <PnP1,...,PnPn,1>.

(1)=(4): Es liegt eine affine Abbildung vor mit f (E,,) = P,, und f : K®V*1 — T ((P),) ,E;—P,P,.

Aus der Definition der affinen Unabhangigkeit von P erhalt man eine affine Abbildung «f — <, _; (K),
die P; auf E; abbildet. Die Einschrdankung dieser zweiten Abbildung auf (P}, liefert das Inverse, d.h. es
liegt ein affiner Isomorphismus vor.
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(4)=(2): Die Dimension ist eine Invariante unter affinen Isomorphismen.

(2)=(3): Esistn—1=Dim(P), =DimT ((P),) = (P,P1,....P,P, ).

(3)=(1): Sei o' irgendein affiner Raum tiber dem K-VR V' und @ € («/')". Es existiert eine lineare Abbildung
@:V—V mite (PnPl) = @,Q;. Also gibt es genau eine affine Abbildung f : &/ — of' mit f = ¢ und
f(P,)=@Q,. Fir diese gilt offenbar f (P;) =Q; Vi e n.

O

Ubung 12.1:

Sei K ein Korper und (£, V,1),(«', V', 7’) affine Raume.
(1) Seif:of — of' eine affine Abbildung. Dann git VP e of, VeV :f(P+V)=f(P)+f (V).
(2) Die Abbildung f in 9.1.17.(2) ist eindeutig.
GENAUER: Sei P € &/"*! eine affine Basis, d.h. P ist affin unabhangig und (P), = «/. Sei Q €

(«2")"**. Per Definition existiert eine affine Abbildung f : &/ — </ mit foP = Q. Diese Abbildung
ist eindeutig.

(3) Fir allgemeine X € «f kann f (X) leicht mit der Basis ausgerechnet werden.

Beweis:
(1) Seien P e o7, V €V beliebig. Es gilt per Def ..

FOFP+V)=F(PP+V)] ()
= f(P)+f(PYf(P+V)=f(P+V)
&f(P)+7(P(P+V)) —f(P+V)

und ganz offensichtlich ist P(P—+V3 =V, daher. = f (P) +?(V) =f(P+V). O
(2) Es gilt nach Bemerkung 9.1.18:
=Dim«=DimV=n+1-1=n
. (P,MPI,P,MPQ, . ,P,Han) ist linear unabhangig.

= (Pn+1P1,Pn+1P2,...,P,H_an) ist Basis von V.
. .. —\ ( —
Es gittfiri€n: £(P)=f (Pros+ PrrPy) ©F (Pr) +F (PoisP)

= f(PnHPi) =f(Pri)Qi =Q,.1Q;

Eine lineare A_bbildung ist durch das Bild von Basisvektoren eindeutig definiert. Nach 9.1.3 ist @,,.1®;
eindeutig. = f ist eindeutig.
f(P,,1) =@, ist nach Voraussetzung bereits eindeutig. Nach 9.1.8 ist damit f eindeutig.

(3) EsistX =P,,; +P,,;X,wobei P, X = inPnHPi mit x € K" (Basiszerlegung).

i=1

= FO=F(Pp)+F (PrnX) = Qunr +ixi7(ﬁ,ﬁ) =Qua +i1xiQn+1Qi.

Bemerkung 9.1.19:

Ist o = ¢ 1 ({1}) € V fiir ¢ € V*, so ist P € o™ affin unabhéngig, genau dann, wenn P als Tupel in

V betrachtet linear unabhangig ist. B B
Die affinen Basen von «f sind also genau die Basen von V), die in &/ <V enthalten sind.
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NS

T ()

Bemerkung 9.1.20:

(1) Affine Abhangigkeit von Tupeln bleibt erhalten unter Bildern affiner Abbildungen.
(2) Affine Unabhéangigkeit von Tupeln bleibt unter injektiven affinen Abbildungen erhalten.

Beweis zu 9.1.20:
Folgt sofort aus 9.1.18. a

Satz 9.1.21:

Sei &/ ein affiner Raum (iber einem e.e. K-VR. Dann operiert Aff(<¢) scharf transitiv auf der Menge
aller affinen Basen von <.

(Vgl.: GL operiert scharf transitiv auf der Menge der K-VR-Basen)

Letztere bilden eine der Bahnen der Operation von Aff(<¢) auf «/"*!, mit n = Dim «.

Beweis zu 9.1.21:
Folgt sofort aus 9.1.11 und 9.1.18. ]

Satz 9.1.22:

(1) Aff(<f) operiert transitiv auf der Menge dsenerisch der affin unabhangigen Tripel in /3 (nicht

entartete Dreicke, entartet = ,zu einer Linie entartet”), falls Dim«/ = 2. d.h. alle Dreicke sind
affin kongruent!

(2) Eine trennende Invariante fiir die Operation von Aff(</) auf der Menge
Arper = {P = (P1, Py, Py)| Py # Py, P kollinear}

ist das Teilverhaltnis. Dabei ist das Teilverhaltnis TV (P,,P,, P3) definiert als das eindeutige
a€KmitP1P3=aP1P2.

Beweis zu 9.1.22: _
(1) Wirkénnen 0.B.d.A. in of = o/ (p) = ' ({1}) =V arbeiten.

Offenbar hatAT/ eine Basis B € «/"*! und jedes affin unabhéngige Tripel P € </® kann seinerseits zu
einer Basis P € &/"*! von V ergéanzt werden.

Es genligt z.z,, dass f € Aff(</) existiert mit f(B1,B,,B3) = P. Dies ist klar, denn ein solches f wird
induziert von der eindeutigen linearen Abbildung, die B auf P abbildet.

(2) Dass eine Invariante vorliegt, ist klar aus der Definition einer affinen Abbildung. Um z.z., dass sie die
Bahnen trennt, gehen wir von der Situation des Beweises von (1) aus mit Basis B. Sei P € .sszpez mit
Teilverhéltnis a € K.

Es geniigt z.z., dass ein f € Aff(<¢) existiert mit f ((B;,Bs,...,B1+a(Bys—B;)))=P.

Zu diesem Zweck erganzt man (P4, P;) zu einer Basis P e /" von V. Die lineare Abbildung, die B auf
P abbildet, induziert durch Einschrankung auf o/ <) einen gewilinschten affinen Automorphismus.
d

Aus dem letzten Beweis erhalten wir eine Folgerung, die eine anschauliche Darstellung der affinen Gruppe
Aff(«f) liefert:

112
© study.woalk.de


https://study.woalk.de

9 Geometrie LA2 | Barakat | Universitat Siegen

Korollar 9.1.23:

Sei Dim«/ = n. Dann operiert Aff(s) transitiv auf </ . = {P € o¢*| P affin unabhéngig}, der

Menge der affin unabhangigen Tupel ((2 — 1)-Simplizes) fir 2 ¢ n + 1. Im Fall 2 = n + 1 ist der Sta-
bilisator eines solchen Tupels trivial, d.h. in diesem Fall ist die Operation scharf transitiv.

i i Verallgemeinerung der nicht-entarteten Dreiecke.

1°Simplex  2-Simplex ~ 3-Simplex
Jhicht-dgyptische Pyramide”

Wir wollen jetzt als Beispiel einen geometrischen Satz beweisen:

Satz 9.1.24: SEITENHALBIERENDENSATZ (DESCARTES)

Sei K ein Korper mit 6-1 # 0 € K, </ ein affiner Raum tGber K und (4,B,C) € a¢93enerisch.

C

A ¢ B

Dann schneiden sich die Seitenhalbierenden des nicht-entarteten Dreiecks (A, B, C) in einem Punkt
S, sodass das Teilverhaltnis TV(A,a,S) = § wobei a der Mittelpunkt der Seite (C,B) ist.

Beweis zu 9.1.24:
Zunachst einmal definieren wir die Seitenhalbierenden:

s, =(A,a),
s =(B,b),
s. =(C,c),

wobeia::B+%B_(f, b=A+ %A_(f' undc:=A+ %E ist.
Um zu rechnen, wahlen wir Koordinaten fir die Eckpunkte (A, B, C) des Dreiecks, also einen affinen Isomor-
phismus

f:(A,B,C), — oo (K)

definiert durch

0 2 0
f(4)= (0) F(B)= (o) F(C)= (z)
1 1 i

Ein solcher Isomorphismus existiert per Definition, da (A, B, C) affin unabhangig sind. Es genligt, den Satz

flr das Bild unter f zu zeigen, da die Aussage invariant unter affinen Isomorphismen ist. Dann ergeben sich
die FuBpunkte

- 7(B+1BC|=r®)+-7(BC) = i
f(a)—f( +s )—f( )+ 5F (BC) = =
0 1
f(b)=(1J,f<c>=(0)
1 1
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Die Seitenhalbierenden sind dann

f(sq)= {f(A)JrOé?(A—c;) - (%)

2-2p4
f(Sb):{( p ) ﬂEK}
1
{5 )rex)
f(s.)= 2-2y ||yeK
1

Um den Schnittpunkt {S} = s, N's, Ns. zu berechnen, suchen wir a, B,y € K mit

(£ (22)

Losen des LGS ergibt:

aEK}

|—+~)Im @ o
SN———

a=ﬂ=y=§:f(S):(

Das Teilverhaltnis ergibt sich als

TV(A,a,S)=TV(f(A),f(B),f(C) = g =TV(B,b,5)=TV(C,c,S)

a

Zum Beweis des nachsten Satzes bendtigen wir sogenannte Streckungen, also affine Abbildungen der Form

Ao,
P—— Py+aP,P

wobei der feste Punkt P, € of das Streckzentrum und das a € K* der Streckfaktor ist.

Ubung 9.1.U6:

haben.

zur Matrixgruppe

o)

isomorph ist.

acK”, teK"Xl}

(1) Je zwei Streckungen sind konjugiert in Aff(f) genau dann, wenn sie denselben Streckfaktor

(2) Die Streckungen zusammen mit den Translationen bilden einen Normalteiler in Aff(<¢), der

Beweis:
Sei Dim.«f =:n € IN.

= o = .o, (K)
= Aff(«f) = Aff, (K)

fog— @(g) D(g)

© study.woalk.de
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G := ({Streckungen, Translationen}) < Aff(</)

|

0:G— M,

aeK”®, teK’”l}

(S:d—»gi,P»—»PoJrsﬁ)»—»( S(I)" (1) )

L |t

@(ToS)=¢(T)-¢(S)
@S oT)=¢(S) - o(T)

@ bijektiv.
NORMALTEILER:

alb s, | t a‘b%
of1)lof1)lo]T1

[ asl, |at+b \[ —a' | —a™'b
7o [ 1 0 [ 1

bl, | t'
= ( 0 |1 ) €M
Aff, (K) operiert durch Konjugation auf M.
= M ist Vereinigung von Konjugiertenklassen.
= M JAff(K)

= ¢ (M) = G, und ein Isomorphismus bildet NT auf NT ab.
= G JAff()

Seien S,S’: o/ — of Streckungen. S,S’ seien konjugiert, d.h. 3f : foSof1=S
@(p(f)-w(S)-(p(f"l) =¢(S')

S as e
\

EAESRE

@S-S’/\tzSt
oS=8At=0

Satz 9.1.25: SATZ VON PAPPOS

Seien Dim«/ = 2 und D,D’ zwei Geraden in o/ (d.h. 1-dimensionale TRe) mit 6 verschiedenen
Punkten P,Q,R €D, P',Q',R' € D', von denen keiner in D n D’ ist.

r
Y
L
é! Q/ ﬁ!

Gilt - (P,@", [ (@, P"), und - (@,R"), | (R,Q"), dann gilt  (P,R"), || (R,P"),.

Beweis zu 9.1.25:
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Wir betrachten zunachst den Fall, dass D und D’ sich schneiden. Dann sei {P,} = DnD’ und f; die Streckung
mit Zentrum P, die P in @ = P, + a PP uberfihrt, und f, die Streckung mit Zentrum Py, Streckfaktor a’, die
@ nach R uberfihrt.

H ! ! ! ! ! !
Es gilt: Q" = 7v (P), also f1(Q") = f1(7v (P)) = T.v (f1(P)) = T,v (@) = P' und analog f>(R") = Q".
Dannist (fyo f1)(P)=R und (fiof3)(R")=P'.
Da der lineare Anteil von f; o f; gleich dem von f; o f; ist, gleich bidy, ,gilt bPR' = RP’ und
somit (P,R"), | (R,P"),.
Falls D und D' sich nicht schneiden, arbeitet man mit Translationen, denn dann sind D und D’ parallel. O

Satz 9.1.26: SATZ VON DESARGUES

Seien (A,B,C)und (A',B',C") € d;enerisch zwei nicht-entartete Dreiecke, die keine Eckpunkte ge-
meinsam haben, und

(A,B),| (A",B),

(B,C), |I(B',C"),

(A4,0),11¢A",C"),

Dann schneiden sich die drei Geraden (A,A"),, (A,A"),, (A,A’), in einem gemeinsamen Punkt,
oder sie sind parallel.

C/

T

Beweis zu 9.1.26:
Da die beiden Dreiecke nicht entartet sind, erzeugen sie einen drei- oder zweidimensionalen affinen Raum.
Wir betrachten also zunachst nur den ersten Fall.
Also sei (A,B,C,A’) nicht komplanar. Dann kénnen wir affine Koordinaten

x:(A,B,C,A") — K%

0 1 0 0
so wahlen,dassx(A)=|0|,xB)=|0|,x(C)=]1],x(A")=|0].

0 0 0 1
Wegen der Parallelitdt der Seiten folgt durch kurze Rechnung

a 0
k(B') = (0) x(C) = a)
1 1

fireina e K.
Da (A’,B’,C") nicht kollinear ist, folgt a # 0. Im Falle a = 1 sind die drei Geraden parallel. Andernfalls schnei-

0
den sie sich im Punkt mit den Koordinaten ( 0 ) O

1
1-a

10 Multilineare Algebra

10.1 Tensorprodukte von Moduln

»Tensorist hier das Zauberwort. Urspriinglich aus Ingenieurswissenschaften, quadratische Matrizen, die lange
vor den tatsachlichen Matrizen existierten, wurden sie fiir die Mathematik besonders relevant durch Einsteins
Allgemeine Relativitatstheorie.

Sei R ein kommutativer Ring und K ein Korper.
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Definition 10.1.1: TENSORPRODUKT

Seien M,N,T Moduln tber R.
(1) Eine Abbildung

O MxN—T

heiltt biliear, falls Va,be R, V,V'e M, W,W'e N gilt:
s D@V +bV , W)=a®V,W)+bd(V',W)
c DOV, aW+bW)=a®(V,W)+bD(V,W’)
(2) (®,7) heillt Tensorprodukt (TP) von M und N, falls gilt:

@ . Mx N—T,
V,W)—VeW

ist bilinear.

(b) Fiir jeden R-Modul U und jede bilieare Abbildung ® : M x N — U existiert genau eine
lineare Abbildung ¢ : 7 — U, sodass das Diagramm

® ., T
P
MxN ER7)

By

kommutiert, d.h. D(V, W)= (Ve W).
Man sagt, das Tensorprodukt ist eine universelle bilineare Abbildung.

Ubung 13.3: TENSORPRODUKTE
(1) Seiena,b e N, g:=ggT(n,m). Dann ist

®: Z/nZ X Z/mZ — Z/gZ’
(a+nZ,b+mZ)— ab+gZ

ein Tensorprodukt.
(2) Fasse @ als Z-Modul auf. Dann ist

®:QxQ—Q,

(r, s)—rs

ein Tensorprodukt.

Beweis:
(1) ® ist offensichtlich bilinear auf Z.

WOHLDEFINIERTHEIT:
Seiena=ae Z/nZ und b=pe Z/mZ.
>a=a+knundb=0F+Imfirk,lcZ.

:>6®b:(a_+ﬁ)®(ﬁ+m)
—aef+aclm+knepf+knelm
= (af+8Z)+(alm+gZ)+ (knp+gZ) + (knlm + g7)
=aB+gZ+0+0+0
—af+gZ=asp
UNIVERSELLE EIGENSCHAFT:
Sei ®: Z/nZ x Z/mZ — U bilinear, wobei U ein Z-Modul ist.
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Setze ¢: Z/gZ — U, a— ®(1,a). ¢ ist offensichtlich linear, und es gilt:

(p(ﬁ@g) =@p(ab+gZ)= (D(I,E)

EINDEUTIGKEIT:
Sei @' : Z/gZ — U eine weitere lineare Abbildung mit ¢’ o ® = ®. Dann gilt:

¢'@=¢'(1ea)=0(1,a) =9 @)
=>¢=¢
(2) Wieder ist ® ganz klar bilinear.

Sei @ : Q x Q — U bilinear mit I/ als beliebigem Z-Modul.
Definiere ¢ : Q — U, a— ®(1,a). ¢ ist klar linear, und analog dem ersten Beispiel ist ¢ o ® = O, sowie

eindeutig.
O
Bemerkung 10.1.2: KRONECKER-PRODUKT
Sei A e R™™ und B € R°*?. Das Kronecker-Produkt von den Matrizen A und B ist definiert durch
Al,lB s Al,nB
A®B = : :
A,.B - A,,B
Dann ist ® : R™*" x R°*P — R™°*"P gjcher bilinear. Ist dieses Produkt universell, also ein Tensor-
produkt?
Bemerkung 10.1.3:
Falls ein Tensorprodukt von M und N existiert, dann ist es bis auf eindeutige Isomorphie eindeutig.
Beweis zu 10.1.3:
T
g >id7— wo: T —T=>wop=idr
-7
T =T =idy
MxN ale31(p oy : T =T = ¢oy=idr
$ T
® ldTr
7"/
O

In Worten: Seien (®,7) und (&',7") Tensorprodukte der R-Moduln M und N. Dann haben wir eine lineare
Abbildung ¢ : 7 — 7' mit Ve W fir alle V € M, W € N und eine lineare Abbildung v : 7' — 7 mit V &
W =y (V & W). Also hat die Komposition oy : 7' — 7' die Eigenschaft V&' W = (poy)(V ® W) fir alle
V e M, W € N ebenso wie die Identitdt id von 7". Also ist ¢ oy = ids. Analog ¥ o ¢ =id+. D.h. ¢ und v
sind invers zueinander — also Isomorphismen. a

118

© study.woalk.de


https://study.woalk.de

10 Multilineare Algebra LA2 | Barakat | Universitat Siegen

Bemerkung 10.1.4:
Ist M ={mq,...,myz)und N =(n4,...,n,), so ist jede bilineare Abbildung
O MxB—U

eindeutig bestimmt durch alle ® (m;,n;).

Bemerkung 10.1.5:

Das Kronecker-Produkt ist ein Tensorprodukt.
Genauer: (8, K™**"?) ist ein Tensorprodukt von K™*" und K°*?.

Beweis zu 10.1.5:
Eine bilineare Abbildung @ ist festgelegt durch die Bilder von (B, C), wobei B und C die Basisvektoren von je
einer Basis der beiden Ausgangsvektorrdume durchlaufen.

oo J(1 Y (- 1) (- [ -
zB.K —<(..v..>1.:.1
q)(Zb,;B,', ZC,CJ) :Zbich) (B,-,,C‘,-)
Im vorliegenden Fall kann man die Standardbasis nehmen. Aber dann bilden die Kronecker-Produkte B ® C

eine Basis von K™°*"?, namlich auch wieder die Standardbasis bei geeigneter Anordnung.
Also ist doch

¢: BeC — ®(B,C)

eine lineare Abbildung festgelegt, die unser Diagramm zum Kommutieren bringt. Es ist klar, dass wir keine
andere Wabhl fiir ¢ haben.
O

Damit ist die Existenz und Eindeutigkeit fiir Tensorprodukte von endlich-dimensionalen VRen bewiesen (sogar
fur freie Moduln von endlichem Rang).

Bemerkung 10.1.6:

Sind V, WV zwei K-VRe der Dimension n und m, so heil3t das Tensorprodukt VV ® VV die Dimension
nm.
Genauer: Ist B € V" eine Basis von V und C € W™ eine Basis von W, so ist

BeC:=(B,®C,B;8Cs,....B;8C,,,B,8C,...,B,8C,)e VW)™

eine Basisvon V® W.

Bemerkung 10.1.7:

Seien M, N zwei R-Moduln. Dann existiert bis auf Isomorphie genau ein Tensorprodukt.
Dieses wird mit (&, M ® N) bezeichnet.

Beweis zu 10.1.7:
Eindeutigkeit wissen wir bereits aus 10.1.3.

Zur Existenz: Sei F' der freie R-Modul mit Basis M x N, d.h.
F = { Y Qm(Mm,n)| @ €R, pmn # 0 nur fir endlich viele Paare (m,n)}
(m,n)eM xN

Setze F =B ={(rm{+my, sni+ny)—rs(my,n;)—r(my,ng)—s(msq,ni)—(mq,ny)).
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Behauptung: Ist F/B =:T, so ist

®: MxN—T,
(m,n)— (m,n)+B =v((m,n))

ein Tensorprodukt.
+ ® ist bilinear nach Konstruktion, sprich nach Definition von B.

+ ® hat die universelle Eigenschaft:
Ist U ein R-Modul und v : M x N — U bilinear, so gibt es genau einen R-Modulhomomorphismus

@:F—Umite

uxy =¥

da F frei auf M x N ist.

Aus der Bilinearitat von v folgt, dass B < Kern ¢. Somit induziert ¢ eine lineare Abbildung 7 — U mit
der gewiinschten Eigenschaft

O

Beispiel 10.1.8:

(1) R=Z (HIB),M = Z/27Z = (a), N = 7Z./3Z = (b).
Hier ist M ® N = {0}. Denn jede bilineare Abbildung ® : M x N — U, insbesondere das Tensor-
produkt, muss folgendes erfiillen:

®(a,b)=3P(a,b)-2P(a,b)
=®(a,3b)-D(2a,b)
=0-0=0

2) R=7, M=7/27 = (a), N = Z./AZ, = (c).
Dannist M ® N = M = Z./27Z, denn jede bilineare Abbildung (insbesondere das TP)

O:MxN—U
ist eindeutig bestimmt durch
D(a,c)=u

Esist 2u = ®(2a,c) =0.
Umgekehrt definiert

®:MxN— Loy,
(a, c)—1+27Z

eine bilineare Abbildung.

Wir haben noch eine unmittelbare Konsequenz der Definition: Die Existenz von Tensorprodukten von linearen
Abbildungen.
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Satz 10.1.9:

Seien V, V', W, W' vier K-VRe mit linearen Abbildungen a: V — V', B: W — W'. Dann gilt:
(1) Es gibt genau eine lineare Abbildung
a ® fB: V%W—»V'?W’

Hom
mit (a 8 B)(v ® W)=a (V) ® BW)firalle V,V' eV, W,W e W.
(2) Sind B,B',C,C' Basen von V, V', W, W' respektive in der Reihenfolge, so gilt:

B'aC’ (a ® 'B)B®C _ BB ®C/,BC
Hom

(3)

Kronecker-Produkt

®: Hom (V,V') xHom (W, W')—Hom (V& V', We W),
(.5) —a®p

ist ein Tensorprodukt, insbesondere ist Hom(V,)V') @ Hom (W, W') ZHom(V @ V', W e W').

a®pf— aH® B ist ein Isomorphismus, falls die betroffenen VRe endlich-dimensional sind.

Beweis zu 10.1.9:
(1) Offenbar ist

VxW—  VeW,
(VW)y—a(V)ep(W)

bilinear. Mit der Definition des TP folgt die Behauptung.
(2) Sei®af =M, ¢ B¢ =:N.Dann ist
(¢®p)(Bi®C;)=aB)ep(C))
- (L) [0,

=Y ) M,;N,;B;C;
k1

Kronecker-Produkt

(3) Die Existienz ist (1). Die Isomorphie ist (2).
O

Offenbar kann man K ® YW mit W identifizieren, indem 2 ® W mit £W fiir k € K und W € WV identifiziert wird.
Dies funktioniert genauso fiir R-Moduln:

ReM —M,

rom—rm

¥ :Hom((R,M)—M,

y (r(p) = (r(p+(p’)(1) =ro)+¢'(1)=r¥ ((p) + ‘I’(q)')
0=Y(p)=pL)=>p(r)=rel)=0

‘Pm:R_’Ma
1 —m,
r—rm

Dann bekommen wir eine wichtige Folgerung, wobei mit V* wie ublich der Dualraum Hom (), K) bezeichnet
wird:
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Korollar 10.1.10:
V*e@W =ZHom (V, W), genauer:

®:V*'x W— Hom(V,W),
(0, W)— (V— (V)W)

ist ein Tensorprodukt.

Beweis zu 10.1.10:
V*eW = Hom(V,K) ® Hom(K,V) Z Hom(Ve® K, K ® /) = Hom()V, W)

Bemerkung 10.1.11: KONSTANTENERWEITERUNG

Sei K ein Teilkorper eines Korpers F und V ein K-VR. Danniist Vr := F ®) ein F-VR, die sogenannte
Konstantenerweiterung mit

abeV)=(@b)®eV Va,beF, VeV

Zusatzlich gilt:
(1) Ist B€ V" eine Basis von V, so ist

1®B::(1®B1,...,1®Bn)€V;

eine F-Basis von Vg.
(2) Ist W ein weiterer K-VR und ¢ : V — W linear liber K, so ist idy ® ¢ : Vr — W linear iiber F'.
Ist C € W™ eine K-Basis von W, so ist

18C ( )1®B —

idr®¢ B

(3) Die beiden F-VRe Hom (V, W), und Hom (Vr, Wr) werden identifiziert, indem man a ® ¢ fiir
a € F und ¢ €e Hom(V, W) mit a ® ¢ identifiziert, wobei a die Skalierung

a:F—-F, b—ab

bezeichnet.

Beweis zu 10.1.11:
(0) Seiena,b,a,feF, V,We.
« (F®V,+) Abelsche Gruppe, da K-Modul.
* (a+p)@eV)=(a+p)a®V =(aa+pfa)eV=a@eV)+p@eV)
ca@dV+beaW)=(aa)oV +(@ab)eW=a@oV)+a(beW)
* (aB)(@a®V)=(afa)eV =a((fa)®V)=a(facV))
e l@adV)=1a®V)=aV
= F-VR. O
(1) Sei B € V" eine K-Basis von )V und Dimg V = n.
Esist Vp =FVEFK"!' =(FeK)"=F"!, damit ist Dimy Vr = n.
SeileB:=(1®B,...,1®9B,).
Seia®V€VF.

=>a®V=a® (Z?LiBi) ZZG/L'(l@Bi)
= 1® B ist EZS

= Basis.
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(2) * LINEAR: idp ®@ @ : Vi — Wr, a®V —a @ ¢(V). Es gilt:
(idr @ @) (a@eV)+p(beV'))=(aaep((V))+(Bbep (V')
= a((idr @ 0) (V) + B((idr ® ¢) (V')
« DARSTELLUNGSMATRIX: Seien B; € B, C; € C Basen von V, W.

QD(BJ) = /11’]‘01 +-~-+/1,,,an, Ai,j eK

=1® (Z/li’jci)
= ;;Lm- (1®C;)
Basisvektor von W

=>10C (ldF®(p) 198 — (Ai,j) :C(pB

i.j
(3) Zunachst z.z.
®: FxHom(V,W) — Hom(Vr, Wr),
(a, p)—aeg
ist ein Tensorprodukt.
Sei DimV =:n, DimW =:m.
 FirleK, a,beF, ¢,y € Hom(V, W) gilt:
®(la+b,p)=Aa+bop=(Aa+b)ep=Aa®p+Ab®¢
=AD (a,p) + 1D (b,¢)

(@ Ap+v)=aoAp+y=1(@eg)+1(@ey) =10 (a,9) + 10 (0,y)

= @ bilinear.
+ UNIVERSELLE EIGENSCHAFT: Basis von Hom (Vr, WFr) ist gegeben durch die Funktionen

(mp)ij: Ve —Wr,
1®Bl'—>1®CJ,
1®B,—0fallsk #1i
mit i e n, j € m, wobei By,...,B, eine Basis von V istund Cy,...,C,, eine Basis von WW.
Basis von Hom (V, V) ist analog gegeben durch die Funktionen
T - V _’W,
Bi »—»CJ,
B,—0fallsk #1
= (nF)i,j = I@ﬂfi’j

Konstruiere T' auf Basis von Hom (Vr, Wk):
Sei ¢z € Hom (Vz, Wp), d.h.

Pr - Vr — Wk,

J

1®Bi»—>Zai,j-l®C'
Jj=1

@r ist durch die Bilder der Basen 1 ® B; definiert.

= p =) ai,; (1) =) (ai; 8 m)
L.J

L.J
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Sei

T: Hom(Vp,Wp) _— M,
Pr— Z(p (@s,7,)
L]

Tod(a,9)=T(Ge¢)= T(&@ (Zaw_.m,,-))

LJ

=T

Y (a-a;))e ni,j)

ij

=Y v(a-a;;,m;)
iJ

= Zai,ﬂl/(aa”i,f')

L

=Y v(a,a;;m; )

i,J
=y (a,¢)

T ist linear und eindeutig. Damit ist ® ein Tensorprodukt.
Daraus folgt die Behauptung.

10.2 Die Tensoralgebra

Definition 10.2.1:

Seien V; firi € n und W, T seien K-VRe.
Eine Abbildung

WXV — W

i=1

der Vs, falls 7 ein K-VRist,

®I>n<Vi —’T,

i=1

(Vl,...,Vn)'—’V1®"‘®Vn

heilt multilinear, falls sie in jeder Komponente linear ist. (®, 7)) heiRt (mehrfaches) Tensorprodukt

multilinear ist, und fir jede multilineare Abbildung W : X*_, V; — W in einem beliebigen K-VR W
genau eine lineare Abbildung ¢ : 7 = W mit ¥ (V4,...,V,)=¢p(V1®---0V,) VV;€V;, i e n.

Satz 10.2.2:

zeichnet.

Bis auf Isomorphie gibt es genau ein TP (®,7) von (V4,...,V,). Dieses wird mit V; ® ---® V, be-

Beweis zu 10.2.2:

Der Beweis fiir den Fall n =2 in 10.1.5 bzw. 10.1.7 ibertragt sich, wenn man die offensichtliche Identitat von

Kronecker-Produkten von Matrizen beachtet: Fiir beliebige Matrizen gilt:

(A®B)®C=A(B&C)
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Korollar 10.2.3:
VieV))eV; = VieV,®V; = Vie(Ve®Vs)
2x (n=2) 1x (n=23) 2x (n=2)
VieVy)eV; — VieVeeVy; — Vie@V,9V;)

ist multilinear fir alle V; € V; Vi e 3.

Definition 10.2.4: TENSORALGEBRA

Sei V ein K-VR. Setze V*° := T := K -1 ein eindimensionaler K-VR mit Basis (1) und V®" :=T") :=
®"V fiir n > 0. Die Tensoralgebra T ist definiert durch

TV:= P TV

i€Z>0
mit der bilinearen Multiplikation

SVl®"'®Vn}®SW1®"'®Wm2==}’1®"'®Vn®W1®"'®Wm

J

v v v
ey eTmy eTn+my

firalle VeV, WeV"und1X =X =X1VX eTV.

Fir die Tensoralgebra konnen wir nicht nur zeigen, dass sie eine Algebra ist, sondern dass sie sogar eine uni-
verselle Eigenschaft erfiillt, dhnlich wie das TP selbst.

Satz 10.2.5:

(1) TV ist eine assoziative K-Algebra mit Eins.

(2) Ist A eine andere assoziative Algebra mit Einselement und ¢ : V — A eine lineare Abbildung,
so gibt es genau einen Algebrenhomomorphismus ¢ : TV — A, der ¢ fortsetzt.

Beweis zu 10.2.5:
(1) Zeige, dass die Multiplikation wohldefiniert ist. Klar:

T"VxT"Y—T"""V,
X,Y) —XoY

ist bilinear, sogar ein Tensorprodukt. Also ist die Multiplikation auf T*) x T™) wohldefiniert und bili-
near. Dies wird bilinear auf ganz TV fortgesetzt, was wegen der Struktur von TV als direkte Summe
wohldefiniert ist. Offenbar ist dieses Produkt assoziativ, sodass wir eine K-Algebra mit Eins erhalten.

V'eW'+V' W' + VoW eVe W
——

~ Tensoren nicht
immer von der Form
(zerlegbare Tensoren)

manchmal auch von dieser

(2) Kilar: Soll g ein Homomorphismus fiir Algebren mit Eins sein, so muss ¢ (1) =1€ A und
o(Vi®---0V,)=¢pVy)---@(V,) YV eV
sein. Offenbar ist aber

V' —A,
V=) (V,)

multilinear, sodass ¢|TW wohldefiniert ist.
Da TV direkte Summe der T"V ist, folgt die Behauptung.
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TV K-Algebrenhom. K|x] K-Algebrenhom.
\ A Asa= @ (1)
=>K[x]=TK

Aber K [x1,...,x,1ZTK" falls n > 1, da v ® w # w ® v (Symmetrie nicht gefordert).

10.3 Alternierende Tensoren und die Grassmann-Algebra

Definition 10.3.1: ALTERNIERENDES PRODUKT

Seien V, WV zwei K-VRe.
(1) Eine multilineare Abbildung
v VE— W

heilt alternierend, falls ¥ (V) =0 VV € V*, fiir die i,j € k, i # j existieren mit V; = V..
(2) (A, T) heillt auBeres k-faches Produkt von ) oder alternierendes k-faches Tensorprodukt,
falls T ein K-VR ist,
A VE—T,
V—ViA---AV,
eine alternierende multilineare Abbildung ist und fiir jeden weiteren K-VR WV und jede weitere

alternierende multilineare Abbildung W : V¥ — )V genau eine lineare Abbildung v : 7 — W
existiert mit

YWV)=y(Vin---AV,) VV e V!

Ubung 10.3.01:

Falls ein alternierendes Tensorprodukt existiert, so ist es eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie.

Beweis:

Satz 10.3.2:

Sei V eine.e. K-VR. Es existiert bis auf eindeutige Isomorphie genau ein duReres k-faches Produkt
(A, T). Wir bezeichnen es mit A*V:=T.

Beweis zu 10.3.2:
Falls 7 existiert, sollte es nach Def. der Tensorpotenz ein epimorphes Bild von T*V sein. Ist ¢ : T*V — T
dieser Epimorphismus, so gilt sicherlich:

Vie---®V,eKerne
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sobald V; =V, ist fiir ein Paar (i, j) mit i # j.
Dies fiihrt uns zu folgendem Ansatz: Setze

T = (TkV)/u
wobei U/ von allen V; ® ...V, mit V € V* fiir ein Paar (i, /) mit i # j erzeugt wird.
Es folgt sofort:
A VE—T,
V—ViA--AV,=V®--- 0V, +U

ist multilinear und alternierend.

Wir (iberpriifen die Universalitat: Sei W : V¥ — W multilinear und alternierend. Dann, nach Def. des Tensor-
produktes, haben wir eine eindeutige lineare Abbildung a : T*V — WV mit

YWV)=a(V,®---®V,) VV € V*

Da ¥ alternierend ist, folgt U < Kern a. Also faktorisiert « tiber dem natiirlichen Epimorphismus € : T*) —
T d.h. es existiert eine eindeutige lineare Abbildung v : 7 — W mitwoe = a,d.h. mit ¥ (V) =y (Vi,A--- A V}).
O

Beispiel 10.3.3:

(1) Seik >DimV, dannist \*V ={0}.

Denn, sei ¥ : V¥ — W alternierend, so ist jedes V € V* linear abhangig und somit W (V) = 0.
(2 N'v=y
(3) Sein =DimV. Dann gilt: Dim A"V = 1.

Genauer: Ist B € V" eine Basis von V, so ist (B; A --- AB,,) eine Basis von A" V.

Andere Sichtweise: In LA1 hatten wir gezeigt, dass der VR der alternierenden Multilinearformen
eindimensional ist, genauer von ,einer” Determinante (nach Basiswahl) erzeugt.

Satz 10.3.4:

Sei DimV = n. Dann gilt DimA*V = (}).
Genauer: Sei B € V" eine Basis von V. Fir jede k-elementige Teilmenge I < n mit Elementen i; <
iy <---<iy. SeiB;:=B; A---AB;,.Dannist (B; |I S n, |I| = k) eine Basis von \* V der Machtigkeit

(i)

Beweis zu 10.3.4:
(1) DIE B; ERZEUGEN A\*V: Zur Vorbereitung betrachte

ViA--AV, =sign(@)WiA--AW,VVeV! geS,, W=Voo

. Dies folgt sofort fiir Transpositionen, und da diese Transpositionen S, erzeugen,
folgt dies auch fiir alle 0 € Sy,

Dan nun klar ist, dass A* V von Elementen der Form
B,y A ABgyp

erzeugt wird, wobei @ : £ — n eine beliebige Abbildung ist, folgt die Erzeugung aus der Multilinearitat,
der Umsortierungseigenschaft oben
und der offensichtlichen Tatsache, dass

Boyy N+ AByiy =0

ist, falls a nicht injektiv ist.

127
© study.woalk.de


https://study.woalk.de

10 Multilineare Algebra LA2 | Barakat | Universitat Siegen

(2) LINEARE UNABHANGIGKEIT: Sei Y a;B; =0 firgewissea; €K, I <n, |I|=k.SeinunJ cn, |J| =k.Um
a gy = 0 zu zeigen, betrachte:

Ty YV — (B;lied),
Y aiBi— ) a;B;
i=1 Jed

und sei det die Determinante von (B;|i € J) bzgl. (B;),.;. Dann ist

¥, V"—K,
V —det(n;(V1),...,m;(V})

multilinear und alternierend.
Nach Definition des duReren Produkts haben wir eine eindeutige lineare Abbildung

YNV —EKmit W, (V)=y,;(ViA---AV}) YV e VF
1 I=J

0 I#J

Wende v ; auf 3 a;B; und erhalte

O0=vy, (ZaIBI) = Zaﬂ//J(Bl) = Zal5u =ay

Klar: Yy = 01y = {

O
Korollar 10.3.5:
Ein k-Tupel V € V* ist genau dann linear abhangig, wenn Vi A --- AV, = 0 gilt.
Beweis zu 10.3.5:
,="1 hatten wir schon (Determinante).
»<": durch Kontraposition aus 10.3.4.
O

Bisher war A nur eine alternierende multilineare Abbildung. Wir wollen uns (berlegen, dass man A auch als
Verkniipfung auffassen kann, und dabei alle &ulReren Potenzen zu einem groReren Ganzen zusammenfassen
kann. — Grassmann-Algebra, analog zur Tensoralgebra:

Definition 10.3.6: GRASSMANN-ALGEBRA

SeiDimV =n und A\°V =K -1 ein 1-dimensionaler VR. Man setzt

AVi= DAY

k=0
und definiert eine Multiplikation auf AV, indem man die durch

Ak NVXAY — N\,
Vin--- AV, Win---AW)—VA---AVLAW A--- AW,

definierten bilinearen Abbildungen zu einer bilinearen Abbildung
A AVXAY — AV

zusammensetzt. (A V, A) heil’t die duBere Algebra oder Grassmann-Algebra von V.

Es gilt Dim A = ¥ DimA*V = 3 (1) = 2",
k=0

Jetzt haben wir die komplette Analogie Mengenlehre — lineare Algebra.
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Punktmenge, 101

Quotientenkorper, 15
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Torsionsmodul, 32
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Zykelzahler, 91

zyklische Gruppe, 44, 75
zyklischer Modul, 10, 51
zyklischer Vektor, 51
zyklischer Vektorraum, 51

130


https://study.woalk.de

Index

LA2 | Barakat | Universitat Siegen

Symbol- und Abkiirzungsverzeichnis

k
generisch

dskpez
Aff(«f)
Anng (M)
Anng (m)
Aut, (V)
Xo

B)

End (M)

Endy (M)
exp(X)
G/U
M/~
M/U
Frr(A)
(M),
WV

V)a

(XD
ggT(a,b)
GL, (K)
GL, (R)
K (x)
K(xq,...,%,)
Kla]

K{[x]]
K[A]

K[x]

Kg
kgV(a,b)
[G:U]
X(A4)

Menge der affin unabhangigen k&-Tupel im affinen Raum </

Menge der kollinearen &-Tupel im affinen Raum «f

affine Gruppe vom affinen Raum ¢, Gruppe der affinen Automorphismen
Annihilator des R-Moduls M

Annihilatorideal vom R-Modulelement m

Menge der a-Automorphismen im VRV

charakteristisches Polynom des K-VR-Endomorphismus ¢

Menge aller Basen des K-Vektorraums V

) .
Kronecker-Delta, §;; := {0 xz::;ﬁj

Menge der Endomorphismen, also strukturerhaltenden Selbstabbildungen, auf der algebrai-
schen Struktur M

Endomorphismenring des R-Moduls M
Exponentialfunktion/Exponentialreihe

Menge der Linksnebenklassen der Untergruppe U in Gruppe G

Menge aller Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation ~ auf M
Faktormodul von M nach U

freier R-Modul auf A

affines Erzeugnis der Teilmenge M eines affinen Raumes

Erzeugnis vom K-Vektor V bzgl. Endomorphismus «, (V), = K[a](V)
Erzeugnisvon V e K™ ! bzgl. Ae K™, (V), :=K[A]V

Erzeugnis von X

groter gemeinsamer Teiler von a und b

Generelle lineare Gruppe liber dem Kérper K, d.h. Menge der invertierbaren Matrizen von K™**
Generelle lineare Gruppe liber dem Ring R, d.h. (R™*")*

Korper der rationalen Funktionen in einer Variablen tiber dem Korper K
Korper der rationalen Funktionen tiber dem Korper K

Menge der Endomorphismen, die durch Einsetzen vom Endomorphismus « in alle Polynome
in K [x] entsteht, K[a] = {p(a)|p € K [x]}

formaler Potenzreihenring Giber dem Kérper K

Menge der Matrizen, die durch Einsetzen von A € K™*" in alle Polynome in K [x] entsteht,
K[Al:={p(A)Ip eK[x]}

Polynomring iber dem Korper K

Konjugationsautomorphismus von g, x, (h):= ghg™*

kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und

Index der Untergruppe U in Gruppe G (Anzahl der Linksnebenklassen)

charakteristische Matrix zur Matrix A € K™*"
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A, alternierende Gruppe vom Grad n

Cg(m) Zentralisator von m € G (Stabilisator unter Konjugation)

Cn die zyklische Gruppe der Ordnung m € Z.; C,, := (Z/mZ ,+)
Crnao) (@) Zentralisatoralgebra von ¢ € End (V)

Cgnxn (A) Zentralisatoralgebra der Matrix A € K"

E. (¢) Eigenraum des Eigenwerts a vom Endomorphismus ¢

Hompz (M,N) Menge der R-Modulhomomorphismen von M nach N

I, Einheitsmatrix der GroRe n x n (mit (I,,); ; = 6;;)

Jn () Jordan-Block vom Polynom p der Gré3e m

My, VR K™**! aufgefasst als K [x]-Modul vermége (p (x),V)— p(A)V fir A e K"
N, Matrix in K%*¢ mit nur einer 1 in der oberen linken Ecke, sonst Nullen
S(A) Spaltenraum erzeugt von den Spalten der Matrix A

T(M) Torsionsmodul des Moduls M

TV Tensoralgebra des VRs V

™V n-faches Tensorprodukt des VRs V mit sich selbst

U = (_sg é) mit d := ggT(a,b) und s, ¢ sodass d = sa + tb (Bézout-ldentitat).
Z(GR) Zentrum von G

M, Begleitmatrix zum Polynom p

S, symmetrische Gruppe lber n Elementen (Ordnung n!)

Sy symmetrische Gruppe lber der Menge M (bijektive Selbstabbildungen)
Mo v Minimalpolynom des VR-Endomorphismus ¢ bzgl. Vektor V

Lo Minimalpolynom des K-VR-Endomorphismus ¢

N Naturliche Zahlen ohne 0

N, Naturliche Zahlen mit 0, = Z.,

vy naturlicher Epimorphismus von einem Modul M in den Faktormodul M/U
orda Ordnung des Gruppenelements a

ordG Ordnung der Gruppe G (Anzahl der Elemente)

m Restklasse von m

Pot (M) Potenzmenge der Menge M (Menge aller Teilmengen)

Pot,, (M) Menge aller n-elementigen Teilmengen von M

PRF(A) primare rationale Form der Matrix A

Quot(R) Quotientenkorper des Rings R

Rang(A) torsionsfreier Rang der Matrix A iiber einem Ring

G\M Menge der Bahnen zu der G-Menge M

RKF(A) rationale kanonische Form der Matrix A

~f Bildgleichheitsdquivalenzrelation der Abbildung f (x ~f y :& f (x) = f (¥))
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~a Bahngleichheitsaquivalenzrelation auf der G-Menge M

SL, (K) spezielle lineare Gruppe vom Grad n iber dem Kérper K

Stabg (m) Stabilisator von G-Mengen-Element m

n Standardmenge n; n:={m e IN|1<m <n}

v Dualraum des VRs V

per n-faches Tensorprodukt des VRs V mit sich selbst

g induzierte Abb. einer Gruppenoperation; g: M — M, m — gm fiir die G-Menge M und g € G.
rR reguléarer R-Modul

a | b ateiltd

a~b a ist assoziiert zu b

AY transponierte Matrix A (an der Diagonale gespiegelt)

) Faser von y € Bild f; d.h. Menge der Urbilder £ ({y}) := {x| f (x) = ¥}

GOM Gruppe G operiert auf Menge M

I1<R I ist ein Ideal des Rings R

I,+1, Summe der Ideale 14,1,

M=z N M ist R-Modul-isomorph zu N

M<N M ist Teilmodul von N

MUN die Vereinigung von M und N ist disjunkt

MeN direkte Summe der Moduln M und N

Me®N das Tensorprodukt von den Moduln M und N

M g N die G-Mengen M und N sind ahnlich

NxU semidirektes Produkt von NT N und Untergruppe U

NG N ist Normalteiler von G

NM Menge der Abbildungen von M nach N

R Einheitengruppe von R (Menge der invertierbaren Elemente in der algebraischen Struktur R)
U=<G U ist Untergruppe von Gruppe G

DGL Differentialgleichung

e.e. endlich erzeugt (von endlicher Dimension, bzw. Erzeugnis einer endlichen Menge)
EZS Erzeugendensystem

HIB Hauptidealbereich

IB Integritatsbereich

kmE. kommutativ mit Eins (bzgl. Ring)

MinPoly Minimalpolynom

NT Normalteiler

SNF Smith-Normalform

TP Tensorprodukt

TR Teilraum

VR Vektorraum

AR Aquivalenzrelation
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