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Eine Sammlung des zusammengefassten Vorlesungs- und Ubungsstoffes der linearen Algebra.

Diese Zusammenfassung ersetzt keine Klausurvorbereitung. Sie wurde unabhéangig von der Universitat erstellt und beinhal-
tet nur die wichtigsten Satze und Algorithmen.

Alles aus der Vorlesung, dem zugehdrigen Skript und den zugehérigen Ubungen, was nicht in dieser Zusammenfassung
enthalten ist, ist dennoch wichtig fiir das Verstandnis oder den Beweis der gegebenen Satze.

Bis auf ein paar Anpassungen, besonders in den ersten und letzten Themenbereichen, unterliegen die Satze dem Urheber-
recht von Prof. Barakat. Ich bin sehr dankbar fiir die Detailtiefe seiner Vorlesung, die die Veranstaltung deutlich lehrreicher
gemacht hat als tibliche Vorlesungen der Linearen Algebra.

Besonders wichtige Satze und Anmerkungen sind in violett geschrieben.

Beispiele sind in geschrieben.
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Im gesamten folgenden Dokument sei K ein beliebiger Korper.

0 Mathematische Grundlagen

Definition 0.2.0: STANDARDMENGE

Die ,Standardmenge n“ firn € Nistn:={m e N |1 <m <n} ={1,2,...,n} CN.

0.4 Abbildungen

Bemerkung 0.4.3:

* Eine Abbildung a : N — M heift Folge in M, man schreibt oft (a;),. mit a; := a (4).
+ Ein n-Tupel = := (x4,...,x,) mitn € N wird als Abbildung x : n — M, i — x; aufgefasst.

Definition 0.4.7/8/16: EINDEUTIGKEIT/TOTALITAT

Sei f : X — Y eine Abbildung.
1. f injektiv, wennVz,2’ € X : f(x) = f(2') = x = 2/, bzw. jede Faser héchstens einele-
mentig. Genau dann ist f linksinvertierbar. Man schreibt auch f : X — Y.
2. f surjektiv, wenn f (X) =Y, bzw. jede Faser mindestens einelementig.
Genau dann ist f rechtsinvertierbar. Man schreibt auch f : X — Y.
3. f bijektiv, wenn injektiv und surjektiv, bzw. jede Faser genau einelementig.
Genau dannist f invertierbar, und Rechtsinverse = Linksinverse. Man schreibtauch f : X =Y.

Bemerkung 0.4.10: ENDLICHE ABBILDUNGEN

Fir eine Abbildung f : N — M zwischen endlichen Mengen N, M gilt:
C (V)] <IN M|
+ finjektive |f (N)| = ||
« fsurjektive | (N)| = |M]|
« Ist |N| = |M]|, gilt: f injektiv < f surjektiv < f bijektiv

Definition 0.4.11/12: EINSCHRANKUNG

Sei f : X — Y eine Abbildung, X’ C X.
Dann heiBt f| , : X' = Y,z ~ f () die Einschrankung von f auf X".
Jede Abbildung kann durch Einschrankung injektiv gemacht werden.

Definition 0.4.13: KOMPOSITION

Seien f: N — M,g: M’ — Lmit f (N) C M’ C M.
Dannistgo f: N — L, (go f)(x):=g(f (z)) die Komposition (Verkettung) von f und g.

N

Komposition ist assoziativ.
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0.5 Relationen

Definition 0.5.1: RELATION

Seien N, M Mengen.
1. R C M x N heilt Relation zwischen M und N. Fir (z,y) € R schreibt man zRy.
2. Ist R € M x M, so sprechen wir von einer Relation auf M. Sie ist:
(R) reflexiv:< Vo € M : xRz
(R) antireflexiv:< Vo € M : —zRx
(S) symmetrisch :< Vz,y € M : xRy = yRx
(S") antisymmetrisch :< Vo, y € M : (ztRy AyRz) =z =1y
(T) transitiv:< Vo, y,z € M : (xRy ANyRz) = xRz
3. Eine Relation, die (R), (S") und (T) erfillt, heit (partielle) Ordnung.
4. Eine Ordnung heil3t Totalordnung, falls zusatzlich Vx,y € M : xRy V yRx.
5. Eine Relation, die (R), (S) und (T) erfiillt, heilt Aquivalenzrelation (AR).

Definition 0.5.7/9: AQUIVALENZRELATION
Sei ~ eine AR auf M. Fir x € M heift
[z] :==[a] ={y e M |z ~y}
die Aquivalenzklasse von ~ zu x (oder von x beziiglich ~).

Die Menge aller Aquivalenzklassen wird mit M/~ := {[x] _ | x € M} bezeichnet.
Dies ist eine Partition von M.

0.6 Kategorie der Mengen

1 Lineare Gleichungssysteme

Definition 1.1.0: FASER
Fir f: X — Y,y € Y heillt die Menge
TPy ={z e X | f(z) =y}

Faser von f iber .

Bemerkung 1.1.1: GLS

Die Faser f ({b}) ist die Losungsmenge des Gleichungssystems f (x) = b fur z.

Definition 1.2.1: (VERALLGEMEINERT) MATRIX

Seien m,n € N. Eine m x n-Matrix ist eine Abbildung

AZmXﬂ—)K, (iaj)HAi,ja AHEKV’LGm,jGQ

Eine m x n-Matrix A hat m Zeilen und n Spalten. Man sagt A = (A4, ;) € K™ " miti € m, j € n.

Man schreibt in Matrizen manchmal - anstelle von 0, um besser unterscheidbar zu machen, wenn viele Nullen
enthalten sind, z.B. in Matrizen tiber dem [F,-Korper.

Man kann Matrizen addieren und mit Kérperelementen multiplizieren (skalieren).
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Definition 1.2.2: (VERALLGEMEIENRT) LINEARES GLS

Ein Lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten x4, ..., z, ist gegeben
durch

Ajixy + A0z +.. .+ ALz, =0y (1
Asxy + Agoxo +.. .+ Ay, = by

Am,lxl + Am,2$2+ .ot Am,nxn: bm

by
wobei A = (4, ;) € K™"undb= | : | € K™
bm

Ein LGLS heillt homogen, wenn von der Form Az = 0.

T Az — bistlosbar < b € Bild(A).

Die Lésungsmenge von Az = 0 ist Kern(A) und damit nie leer.
IstY € K"*! eine Losung von Az = b, so durchlauft X + Y mit X € Kern(A) (Lésung von Az = 0)

alle Losungen von Az = b.

Definition 1.2.5/6: (VERALLGEMEINERT) LINEARE ABBILDUNG

Eine Abbildung o : K™*! — K™ heif}t linear, wenn

k k
Vsi, ..., € K™Y o rn €Kt a (Zﬁ&') :Zria(si)

Zu zeigen reicht dazu nur o (kV + V') mitk € K; V,V' € K™*!.
Jede lineare Abbildung ist durch die Bilder der Einheitsspalten eindeutig bestimmt.

Definition 1.2.8: (VERALLGEMEINERT) INDUZIERTE LINEARE ABBILDUNG
Die von A € K™*™ induzierte lineare Abbildung ist
AIK”Xl _)Kle’ 5*_>A£

(Sonderfall des Matrixproduktes).

Bemerkung 1.2.10:
Aus Definition 1.2.8 folgt:

Ae;) = Ae; = A_;

wobei A_ ; die j-te Spalte der Matrix A ist.

Bemerkung 1.2.11:

A (€) = A ist Linearkombination der Spalten von A mit den Koeffizienten §; mit j € n.

Tz? GLs | ist I6sbar < b aus Spalten von A linearkombinierbar.

Satz 1.2.15:

Zu jeder linearen Abbildung a : K"*1 — K™*! gibt es genau eine Matrix A € K™*" mita = A.
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Satz 1.3.1: KOMPOSITION LINEARER ABBILDUNGEN

Mit A € K™*" B e K"™Pist Ao B = ABmit AB € K™

W Matrixmultiplikation ist assoziativ.

Bemerkung 1.3.6: LINEARE INVERSE

Das Inverse (121)*1 einer bijektiven linearen Abbildung A ist wieder linear.
Beweis: Anwenden der bijektiven linearen Abbildung A auf beiden Seiten der Linearitédtsgleichung.

Ubung 2.5:

Aus A, B € K™ " invertierbar folgt, dass AB invertierbar mit (AB) ' = B-1A~1.

1.4 GauB- bzw. ,Fangcheng“-Algorithmus

Definition 1.4.1: STUFENINDEX

Sei M € K™*" Fiiri € m ist der i-te Stufenindex

min{j € n | M,;; # 0} falls M, _ keine Nullzeile
n+i falls M; _ Nullzeile

&AM%:{

M ist in Stufenform, falls die Folge (St; (M)),.,, streng monoton fallend ist.
Falls zusatzlich fir jeden Stufenindex k gilt, dass M_ , = ey, so ist M in strikter Stufenform.

Bemerkung 1.4.3:

Fiir jede injektive Selbstabbildung g : M — M gilt: f~* ({m}) = (go f) "' (g ({m})).

Definition 1.4.5/6: ELEMENTARE UMFORMUNGSMATRIZEN

Sei m € Nund e; die Einheitsspalten, f; die Einheitszeilen. Sei M € K™*".
* Firl <4,5 <mmiti# junda € K sei Add,, (4, j;a) := L, + ae; f;
= Add,, (i, j; a) - M unterscheidet sich nur in der i-ten Zeile von M mit M, _ +a - M; _
(Add,, (i, j5a)) " = Add,, (i, j; —a)
« Firl <i<munda € K\ {Ox} seiMul,, (;a) := 1, + (a — 1) e; f;
= Mul,, (¢;a) - M: Multiplikation der i-ten Zeile von M mit a.
(Mul,,, (4;a))”" = Mul,, (i;a™)

CFirl <i<j<msel 1 fallsp=q ¢ {i,j}
Ver,, (i,j) :m xm — K, (p,q) — (1 falls (p,q) € {(3,7),(j, 1)}
0 sonst

= Ver,, (i, j) - M: Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile von M.
(Ver,, (i,7)) " = Ver,, (i, j) (selbstinvers)

© study.woalk.de


https://study.woalk.de

1 Lineare Gleichungssysteme LA1 | Barakat | Universitat Siegen

Algorithmus 1.4.7: (VERALLGEMEINERT) GAUSS-ALGORITHMUS

GEGEBEN: M € K™*"

OuTpPuT: M’ € K™*™ in (strikter) Stufenform, hervorgegangen durch Linksmultiplikation mit ele-
mentaren Umformungsmatrizen aus M.

ALGORITHMUS:

1. Uberfiihre M in Stufenform:
(a) Finde den kleinsten Spaltenindex j mit M_ ; # 0.
(b) Finde den kleinsten Zeilenindex ¢ mit M; _ # 0.
(c) Falls i # 1, vertausche die erste und die i-te Zeile.

(d) Falls M;; # 1, ersetze M ~» Mul,, (1, M; ') M, sodass man mit M; ; = 1 weiter
arbeitet (normiert).

(e) Radume die j-te Spalte aus, durch Subtraktion des M, ;-Vielfachen der ersten Zeile von der
i-ten Zeile, d.h. ersetze M ~» Add,, (i,1; —M, ;) M firi € n\ {1}.

(f) Wiederhole (1e) mit der Teilmatrix von M, die durch Ignorieren der ersten Zeile und der
ersten j Spalten hervorgeht.

Am Ende hat man eine Matrix in Stufenform.
2. Uberfiihre M in strikte Stufenform, analog (1e).

Algorithmus 1.4.10: GAUSS-ALGORITHMUS ZUM LOSEN

GEGEBEN: M = (A | b) € K™ ("*1 erweiterte Matrix eines LGLS Ax = b.
GESUCHT: Losungen des zugehdorigen LGLS.
ALGORITHMUS:

1. Wende den GaulR-Algorithmus auf M an, und erhalte eine strikte Stufenform mit derselben
Losungsmenge (wegen 1.4.3).

Diese ist genau dann leer, wenn n + n ein Stufenindex ist (0 = 1).
2. Streiche alle Nullzeilen von M (keine Information) und fiige fiir jeden Nichtstufenindex ¢; mit
I € d (d Anzahl) der linken Seite eine neue Zeile ((In)i,_ \ Pl> zu der erweiterten Matrix hinzu,

wobei die p; paarweise verschiedene Parameter sind. Bringe die resultierende Matrix durch
Linksmultiplikation mit Add,,, Ver,,, wieder auf strikte Stufenform. Diese ist gegeben durch
(I, | L), wobei L eine Spalte ist, die die Losung abhéngig von den Parametern p; angibt.

Sei A eine lineare Abbildung mit A € K™*™.
Lose die erweiterte Matrix (A | z) mitz = (x; --- ,,)", bis sich eine Nullzeile ergibt.

Dannist x € Bild(A) < Gleichung der rechten Seite in der resultierenden Zeile erfiillt ist.

Definition 1.4.13: TRANSPONIERTE

IstA:m xn— K, (i,j)— A;;eineMatrix, so heibt A" : n xm — K, (i,j) — A;, die
transponierte Matrix von A.

Lemma 1.4.14:

Sind A e K™*" B € K"*?,soist (AB)tr = BT A" € Kp*m™,
Ist A surjektiv mit Rechtsinverse B, so ist Atr injektiv mit Linksinverse B**, und umgekehrt.

Man findet Rechtsinverse von A € K™*" leicht durch Anwenden des GauR-Algorithmus auf (A | I,,).
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Ubung 3.2:
SeiAe K™, Be K™, C:= AB € K™,

Ubung 3.4:
Sei f : X — Y eine Abbildung. Eine AR R; C X x X der Form
zRx’ & f(z) = f(2)

heilt Bildgleichheitsrelation auf X . Ihre Aquivalenzklassen sind die nicht-leeren Fasern von f.

x5y

(Indirekter) Homomorphiesatz fiir Mengen: [.]L % kommutiert.
N/R;

Ubung 4.3:

Ist f : K™*1 — K™*! eine bijektive lineare Abbildung, ist m = n.

Ubung 4.4:

Sei A € K™ " und A surjektiv. A ist bijektiv <> Rechtsinverse eindeutig. Diese ist dann gleichzeitig
Linksinverse und Inverse von A, und damit auch n = m.

Ubung 5.2:

Sei A € K™*™, Gibt es eine Matrix B € K™*" mit AB = I,,, soistauch BA = I,,.

2 Zahlen, Vektoren, Polynome

Definition 2.1.1: GRUPPE

Sei G eine nicht-leere Menge, - : G x G — G eine Verkniipfung auf G. (G, -) heilt Gruppe, falls:
(G1) (Assoziativgesetz) Vx,y,z € G:x-(y-z)=(x-y) -2
(G2) (Neutrales Element/Einselement) 31 e G:Vge G:1-g=g-1=¢g
Dieses Element ist dann eindeutig (Ubung 4.2.i).
(G3) (Inverse Elemente) Vg c G :dg '€ G:g-g =g t-g=1
Diese Elemente sind jeweils eindeutig (Ubung 4.2.ii).

Falls zusé&tzlich kommutativ, heilt (G, -) Abelsche Gruppe und man benutzt auch + als Verkniipf-
tung, mit 0 als Bezeichnung fiir das Neutralelement und —g als die des Inverses.

Fiira,b € Gist (ab)”' = b~ ta ™"
Es gilt: Das kartestische Produkt von Gruppen G, H ist wieder eine Gruppe (G x H,-) mit der komponenten-
weisen Operation -.
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Bemerkung 2.1.2: HALBGRUPPEN

* (G, -) heiBt Halbgruppe, falls (G1) erfillt ist.
* (G, -) heiBt Monoid (Halbgruppe mit Eins), falls (G1), (G3) erfiillt sind.

GL,, (K), die Menge der invertierbaren Matrizen in K™*", ist Gruppe mit ,, als Einselement.

Definition 2.1.4: KGRPER
Sei K eine nicht-leere Menge mit zwei Verkniipfungen + und -. Das Tripel K := (K, +, ) heilt
Korper (field), falls gilt:
(K1) (K,+) ist Abelsche Gruppe, das Neutralelement 0 (Nullelement).
(K2) (K,-) ist kommutatives Monoid, das Neutralelement 1 (Einselement), und es sei 1 # 0.
(K3) (K*,-) mit K* := K \ {0} ist Abelsche Gruppe mit Neutralelement 1.
(K4) Distributivgesetze:a - (b+c¢)=a-b+a-c

K
K

Gilt nur (K1), (K2) und (K4), heit R := (G, +, -) kommutativer Ring mit Eins.
Ist Multiplikation nicht kommutativ, heitt R nur Ring mit Eins.
Gilt in einem Ring R, dass 1 = 0, dannist R = {0} der einelementige Ring.

Bemerkung 2.1.7.2: RINGHOMOMORPHISMUS

Sei I? ein Ring mit Eins. Fir: € Z>ound a € Rsetzeia :=a+ ... +a = 22:1 a.
Esgit: Z>0-a=0¢€ Rundia = —((—i)a).
Dadurch definiert ist der Ringhomomorphismus

2Z—R, i—ilmitleR

Definition 2.1.9: *NOMIALKOEFFIZIENT

Sein € Zzo.

« Fiir i € Zs heift () := |Pot; (n)| Binomialkoeffizient, wobei Pot; (/) die Menge aller
i-elementigen Teilmengen der Menge M.

* FUris, i, ..., iy € Zog Mitiy + s + -+ + i) = n heilt

(i) = Mo ek e @il =i vi e )]

g

Multinomialkoeffizient.

Bemerkung 2.1.10: MULTINOMIALSATZ

Sei R ein kommutativer Ringund a4, ..., a, € R. Firm € N gilt:

m : :

m o i1 i

(a1 +--+a,)" = g <z Z_)al---an"
1y+-yln

Vii+---+in=m
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Satz 2.1.11: KOMPLEXE ZAHLEN ALS MATRIXKORPER

c;:{@ ;%|@beR}cR“2

zusammen mit Matrixaddition und Matrixmultiplikation ist der Korper der komplexen Zahlen.
Man schreibt abkiirzend a + bi. Es gilt:

* (a+bi) (c+ di) = (ac — bd) +1i(ab + bc)
(a+bi) " =4t

a?+b2

Bemerkung 2.1.12: TEILBARKEIT UND REST
Seiena,b € Z mitb # 0.
>
* Ja| = {a a0 der (Absolut-)Betrag.
—a a<0

+ Dann gibt es eindeutige Zahlen g, € Zmita=q-b+rund 0 < r < b.
r heil3t der kleinste, nicht-negative Rest von a mod b.

* Falls » = 0, sagt man b | a sprich ,b teilt a".

Satz 2.1.13: RESTKLASSEN

1. Seip € Z fest vorgegebenund ~,:= {(a,b) € Zx Z | p| (a—b)} CZ x Z.
Dann ist ~, eine AR auf Z, man schreibt auch e = b mod p.
Die Aquivalenzklasse [a] := {b € Z | b ~, a} fiir a € Z heilit Restklasse von Z modulo p und
partitioniert Z in |p| verschiedene Klassen.

2. Addition und Multiplikation in Z ist vertraglich mit ~,, d.h. Z /~,, ist ein kommutativer Ring mit
Eins und man schreibt (Z/~,, +, -) =: Z/pZ und [a}Np =: a + pZ oder a.

3. Ist p eine Primzahl, so ist Z /pZ ein Kérper und heilt F,, (aber nur fiir p prim!).

Definition 2.1.14: GGT

Fir a, b € Z ist der groBte gemeinsame Teiler von a und b, geschrieben ¢ := ggT (a, b)
mitt|a A t|bundd|a Ad|b=d|t VdeZ.
Es gilt ggT (a,0) = a. Der ggT ist bis auf Vorzeichen eindeutig.

Algorithmus 2.1.15: EUKLIDISCHER ALGORITHMUS FUR GGT

GEGEBEN: a,b € Z \ {0}
GESUCHT: ggT (a, b)
ALGORITHMUS:

1. Setze a; :=a, a, :=b.
2. Firn > 3, setze a,, := a,_» mod a,_1,fallsa,_; # 0.
Nach endlich vielen Schritten ist dann, wenn a1 = 0, der ggT (a, b) = a.
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Bemerkung 2.1.17: (VERALLGEMEINERT) EUKLIDISCHER ALGORITHMUS ALS MATRIXOPERATION

Sei R ein Ring und ( b

falls b = 0
g: R¥>t 5 R2x1 <a> — a_ mod b)

(g) falls b = 0

1. Euklidischer Algorithmus: Iteriere die Anwendung von ¢, so lange der zweite Fall b = 0 nicht

eintritt; d.h. bis zu k € N mit ¢*~1 ((Z)) = (é) dannistt = ggT (a,b).

2. EsgiltimFallb # 0: ¢ <<z>> = <(1) —1q> <Z> = <7IZ> wobeia = gb+rund 0 < r < |b].

Algorithmus 2.1.18: EUKLIDISCHER ALGORITHMUS MIT BEZOUT-IDENTITAT

b

GEGEBEN: a, b € Z \ {0}
GESUCHT: t = ggT (a,b)und a, B € Zmitaa + fb =1t
ALGORITHMUS:

1. Wieoben a; = a,ay = b.
2. Setze a,, = @uQpi1 + Qpyo Mitq, € Z flirn > 1.

Definiere A; = <? 1q ) und A4, = (fl) 1q > A, _ firn > 2.
Y1 —Yn

b 0

Man beachte, dass man wenige Zwischenergebnisse speichern muss und die erste Zeile von
A, bereits die zweite Zeile von A;_, ist.

Dann liefert die erste Zeile von A, _; das gewiinschte («, ) und es gilt A;_; <a> = (t)

(25 + 31Z) " in Fy,. Bestimme dazu die Bézout-ldentitt vom ggT (31,25) = 1:

31 =1-254+6
26 =4-6 +1
6=6-140

GG )G ) =6 ) ()=

= « = —4, =5 (und zur Erinnerung, a = 31,b = 25),
also —4-31+5-25 =1, insbesondere 5-25 =1 mod 31 und somit (25 + 312)*1 =5+ 31Z.

Definition 2.1.20: EINHEITENGRUPPE

Sei R ein Ring mit Eins. Ein Element u € R heiltt Einheit (bzw. multiplikativ invertierbar), falls Jv €
R:uv=vu=1
Die Menge der Einheiten R* := {u € R | u Einheit} wird Einheitengruppe genannt.

Man schreibt manchmal auch R* := R* stattdessen, besonders im Fall von Kérpern, wo K* = K \ {0}.

10
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Definition 2.1.22: NULLTEILER

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. 7 € R \ {0} heif3t Nullteiler, falls 3s € R\ {0} : rs = 0.

Jeder Korper ist nullteilerfrei (konstruktiv beweisbar).

Ubung 5.3.iii:

Falls R ein kommutativer endlicher Ring ist, so ist jedes Element » € R\ {0} entweder eine Einheit
oder ein Nullteiler.

2.2 Gruppenoperationen

Definition 2.2.1: GRUPPENOPERATION

Sei G eine Gruppe und M eine beliebite Menge, m € M ein beliebiges Element.
1. G operiert auf M (von links), falls eine Abbildung w : G x M — M (Operation) existiert mit
Opl) 1 -m=w(l,m)=mfirleG
(0p2) g (hm) = (gh)m Vg,he G
2. G operiere auf M. Dann heit Gm := {gm | g € G} C M die Bahn von m unter G.

Sei im folgenden Rest des Kapitels G eine Gruppe, die auf der Menge M operiert.

Satz 2.2.4:

Definiere die AR ~¢ auf M durchm ~¢ m/ & g € G : gm =m/
Dann sind ihre Aquivalenzklassen die Bahnen von M unter G: M/ ~c={Gm | m € M}

Definition 2.2.5: INVARIANTEN

Eine Abbildung f : M — N in eine beliebige Menge N heillt eine Invariante der Operation, falls f
konstant auf den Bahnen ist, sprich falls f (gm) = f (m) Vg € GVm € M. Anders ausgedriickt:
~ D ~

2 ~a
Die Invariante heil3t trennend, falls verschiedenen Bahnen verschiedene Werte von f zugeordnet
werden, sprich falls f (m) = f (m') = Gm = Gm/. Anders ausgedriickt: ~;=~¢

Ubung 6.1:

GL; (Z) operiert auf Z>*! und (}) — |ggT (a, b)| ist trennende Invariante.

Sei A € K™*" Kern(A) operiert durch Addition auf K”*!, wobei A eine trennende Invariante ist.

Die Bildgleichheitsdquivalenzklassen sind also genau die Bahnen, sprich ~ ; = ~ .. 4.
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2.3 Vektorraume

Definition 2.3.2: VEKTORRAUM
Eine Abelsche Gruppe (V, +) zusammen mit einer duferen Verkniipfung
KxV =YV, (a,X)—aX

heilt Vektorraum tber K oder (kiirzer) K-Vektorraum, falls gilt:
V) a(X+Y)=aX +aY VacK, X,Y eV

(V2) (a+b) X =aX+bY Va,be K, X eV

(V3) (ab) X =a(bX) Va,be K, X €V

V4) 1 X=X VXeV

Die Elemente von V heilen Vektoren.

0X=0eV,(-)X=-Xe.
Seien im folgenden Rest des Kapitels } und W beliebige K-Vektorrdaume (,VRe").

Sei M eine nicht-leere Menge.
Dann ist K™ ein K-VR mit werteweiser Addition und werteweiser duferen Multiplikation.

Damit kann man ableiten, dass K selbst, K7, K™, K™*", KX, KN allesamt K-VRe sind.

Definition 2.3.5: VR-HOMOMORPHISMUS

¢ : V — W heiBt K-linear oder K-Homomorphismus, fallsVX,Y € V, a € K : ¢ (aX 4+Y) =
ap (X) + ¢ (Y).

+ Ist ¢ injektiv: Monomorphismus

* Ist o surjektiv: Epimorphismus

* Ist ¢ bijektiv: Isomorphismus

+ Ist ¥V = W: Endomorphismus (siehe ??)

* Ist o Endomorphismus und bijektiv: Automorphismus
VRe heillen isomorph, fals ein Isomorphismus zwischen diesen existiert, man schreibt )V = W.

Isto:V — Wiso.,istp™" : W — V auch Iso.

tr . Kmxn 5 Kn x m ist Isomorphismus.

- Jede Abbildung f : M — N liefert f* : KN — KM g+ go f. f*ist genau dann Iso.,
wenn f bijektiv. Dannist (f*) " = (f~1)"

s FurVeVristA\y : K =V, a+— a,V; + -+ a,V, der Linearkombinationshomomor-
phismus.

Bemerkung 2.3.7: ENDOMORPHISMENRING

End (V) := {a:V — V| alinear} ist ein Ring mit werteweiser Addition und Komposition o als
Multiplikation, genannt der Endomorphismenring des VRs ).

Seine Einheitengruppe ist End (V) =: GL (V) := {a € End (V) | a bijektiv}, genannt die gene-
relle Lineare Gruppe Uber V.
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Definition 2.3.8: TEILRAUME

Eine Teilmenge 7 C V heil}t Teilvektorraum oder Untervektorraum von V), falls
(T) T #0

(M) VX, YeT,aeK:aX+Y €T

Man schreibt dann 7 < V.

Ubung 6.2:

Ist 7 <V, soist T auch ein K-VR.

Ubung 6.4:

« Hom (V, W) := {f € WY | fistlinear}

+ Hom (V, W) ist auch abgeschlossen unter werteweiser Addition und Komposition o.
« Hom (Km™*1 Kmx1) o gmxn,

+ Hom (k1 By )| = By =

Satz 2.3.10:

Sei p : V — YW Homomorphismus. Es gilt:
1. Kern (¢) :=p 1 ({0}) <V
2. Bild(¢) :={p (V)| VeV<W
3. IstS <W,soistp™ ' (8) ={XeV]|p(X)eS}<V.
4. 1stT <V, soisto (T) < W.

Definition 2.3.11: DIREKTE SUMME
1. Auf dem kartesischen Produkt ¥V x W definiere
+:(VxW)x (VxW) =V xW, (VVIW), V' W)= V+V W+W)
als komponentenweise Addition und
K= (VxW) =V xW, (a,(V,W))— (aV,aW)

als komponentenweise Multiplikation mit Kérperelement (Skalarmultiplikation).
= (VxW,+,:) =1V @, W wieder K-VR, die duBere direkte Summe.

2. Seiem 7,7, < V. Falls sich jedes V' € V eindeutig als V = T} + 15 mit T; € 7; schreiben
lasst, so heillt V = T, ®; T, die innere direkte Summe.

Sei YV = IT1 ®; 75
1. m:Ti®Ts— T, T\+T5— T;firi € 2isteine surjektive lineare Abbildung (Epi.), welche
man Projektion auf 7; beziiglich der Zerlegung V = 7; & 75 nennt.
Es gilt: Kernm; = 75 und Kernmy, = 74
2. 1;:T; =V, T, T,isteine injektive lineare Abbildung.
Es gilt: Bild¢; = 7; firi € 2
Man beachte: 5 0 11 : 73 — Tound ¢y o 7y : T — 71 sind Nullabbildungen.
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Ubung 7.1:

) Th@T =TT
(i) V = Bild(¢;) @; Bild(zo) und Bild(s;) = T

(£,0) firi=1 die Einbettung von 7; in 7, ®, Ts.

wenny; @ Ty — Ty @, To, t = {(O,t) fiiri = 2

(i) (T, & T:) /T = T,

Satz 2.3.14: KERNOPERATION

Sei p : V — YW Homomorphismus. Die nicht-leeren Fasern von ¢ sind gleichzeitig die Bahnen der
Operation von Kern ¢ auf V per Addition

Kern(p) =V, (X,Y)—X+V

Definition 2.3.16: KONGRUENZ

Eine AR ~ auf V heiit vertraglich mit der VR-Struktur oder einfach linear oder Kongruenz, falls
VX, XYY eV, ae K: X~ X' ANY ~Y =aX+Y ~aX' +Y'

Ubung 7.2:

Sei ¢ : V — W Homomorphismus.
(i) o injektiv< Kernp = {0}
(i) ~, die Bildgleichheit, ist eine Kongruenz.
(iii) 1std < VeinTRvon V,soist ~ auf Y mit X ~¥ Y :& X — Y € U eine Kongruenz.

Lemma 2.3.18: KONGRUENZKLASSEN

Ist ~ eine Kongruenz auf V, so gilt:
1. Die Kongruenzklasse [0] des Nullelements istein TR[0] :=U <V
U

2_ ~ =Y

3. ~¥ =~ (+— die Gruppenoperation) d.h. die Kongruenz nach I/ stimmt mit der AR ~, iiberein,
die durch die Operation von I{ auf V durch Addition induziert wird.

4. Die Kongruenzklasse [X] mit X € V ist gegeben durch
U+ X={U+X|UclU}={X+U|UcU}=X+U

also durch die Bahn von X unter der obigen Operation von I/ auf V!

- . . . . K
2319 Ist @ VW I|near, ist N = “MKernp = ern @

14
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Satz 2.3.20: FAKTORRAUME

Seild <V und ~ die zugehdrige Kongruenz.
Die Menge V /~¥ =V /~,, der Kongruenzklassen (bzw. der Bahnen von ¢/) wird mit V/i/ )V modulo
U" bezeichnet. Die Elemente von V' /U heilRen (auch) Restklassen nach /. Es gilt:

1. V/U mit wohldef. Addition (X +U) + (Y +U) == (X +Y)+U VX,Y € Vund Mul-
tiplikation a (X +U) = aX +U VX € V, a € K ist ein K-VR, genannt Faktorraum,
Quotientenraum oder Restklassenraum.

2. Die Abbildung v : V — V/U, X — X + U ist der natiirliche Epimorphismus von ) auf
V/U. Es gilt: Kernv = U
Jeder Teilraum eines Vektorraums ist Kern eines geeigneten Homomorphismus.

W | v]evow|T<w|  vew | Hmww) | v/~
Menge‘M‘f:M%N‘SgM‘MxNundMUN‘ NM ‘M/N

Satz 2.3.21: HOMORPHIESATZ (,LIEBLINGSSATZ")

Sei p : V — W ein Homomorphismus.
Dann faktorisiert ¢ in die Komposition des natiirlichen Epimorphismus v = v,, : V — V/Kern g
und des Monomorphismus

p:V/Kernp - W, X 4+ Kerngp — ¢ (X)

y —% W

also ¢ = ® o v, d.h. das Diagramm ul % kommutiert.

Folgerung aus Homomorphiesatz:
Der Monomorphismus @ induziert einen Isomorphismus @ : V/ Kern ¢ = Bild .  Also:

¢:V = Wlinear = V/Kern ¢ = Bild ¢

w
Yy ——s Bild ¢
V/Kermmp | = | Bilde je groBer der Kern, desto kleiner das Bild”

Kern ¢ I—M {0}
{0}

Sei A € K™ mitp:= A,
Dann sagt der Homomorphiesatz:
1. Diejenigen b € K™, fir die ¢ () = Az = b 16sbar, bilden TR Bild p < K™*1.
2. Bildp = K™*!/Kern ¢
3. Die Lésungsmenge von Az = b fiir ein b € Bild ¢ ist eine Restklasse nach Kern ¢ und wird

unter Isomorphismus @ auf b abgebildet. Insbesondere bildet die Gesamtheit aller nicht-leeren
Fasern fur variierendes b € Bild ¢ einen Vektorraum, den Faktorraum nach Kern ¢.

4. Je groRer der Kern von ¢, desto weniger rechte Seiten b gibt es, fiir die das GLs l6sbar ist.

15
© study.woalk.de


https://study.woalk.de

2 Zahlen, Vektoren, Polynome LA1 | Barakat | Universitat Siegen

(siehe Ubung 7.1.iii)
Insbesondere ist 7; eine Transversale von 7w, : 7, & 7T, — 7Ti, d.h. ein Vertretersystem der Rest-
klassen von 7; & T, nach 7Ts.

Satz 2.3.24: FAKTORISIERUNG VON HOMOMORPHISMEN UBER SPALTEN

Sei A € K™*". Akann in eine surjektive lineare Abbildung G' mit G € K™*" mitr € Z, und eine
injektive lineare Abbildung B mit B € K™*" faktorisiert werden: A = B o G oder A = BG

Knxl A Kmxl

Kr><1

— Algorithmus dazu: Wahle G als die Matrix, die aus der strikten Stufenform ohne Nullzeilen (streichen!) aus
A hervorgeht. Die Zeilenzahl von G sei also r. Seien S (i) := St; (G) die Stufenindizes von G.
Definiere B € K™*" dadurch, dass die j-te Spalte von B gleich der S (j)-ten Spaltevon Aist (B_ ; = A_ s(;)).

12345 1 2
54321:54(?_21_32_43>
6 6 6 6 6 6 6

strikte Stufenform von A: , 2. Spalte haben die Stufen. Nimm also 1. und 2. von A fiir B.

1 -1 -2 -3
-1 2 3 4 | — Nullzeilen I6schen — G

Hilfreich, da Kern A = Kern G (leichter bestimmbar).

16
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2.4 Polynomringe

Definition 2.4.1: POTENZREIHENRING
1. Auf dem K-VR K?%>0 definieren wir eine kommutative Multiplikation:

(aO;alaa27a37 .. ) : (bOablab%bSa .. ) - (00361,023637 .. )

co = agby
c1 = agby + a1bg
Cy = aobg + a1b1 + a2b0

Cp = aObn + albn—l +--+ anbO

= (KMo + .) (wobei - die gerade definierte Multiplikation, Ny := Z-,) zusammen mit der
K-VR-Struktur von KMo wird mit K [[z]] bezeichnet, dem (formalen) Potenzreihenring tiber
K in der Unbestimmten x := (0,1,0,0,...).

Statt (ag, ai, as, as, ... ) schreibt man auch Y a;z°.
=0
2. Eine Potenzreihe a = (ag, a1, as, ... ) € K [[z]] heilBt Polynom, falls ein n € Z existiert mit
a; =0 Vi > n.Fira # 0 heillt das kleinste derartige n dann der Grad von a. Wir setzen fiir
die Nullfolge Grad (0) := —oc.

Die Menge aller Polynome ist ein Teilraum von K [[x]] mit in sich abgeschlossener Multiplika-
tion, man nennt dies den Polynomring K [z].

Bemerkung 2.4.2: MULTIPLIKATION MIT UNBESTIMMTEN

Esgilt: z - (ag, a1, as,...) = (0,a9,a1,as,...).
Multiplikation mit z ist linear und injektiv.

Ubung 8.1:

() Fira € K [[z]]ist y, : K [[z]] — K [[z]], b+ ablinear.
4 istinjektiv < a # 0.
Insbesondere gilt damit das Distributivgesetz in K [[z]].

(i) Fira,b € K [[z]] gilt die Gradformel: Grad (ab) = Grad a + Grad b

In Q [x] berechnen wir ab mita := (1,2,0,1,0,0,...)und b := (4,3,2,1,0,0,...):

1-b[4 3 2 1 0 0
+22 - b 8 6 4 2 0 0
+0z2 - b 000 00
+1z? - b 4 3 2 1
ab=|a 1 8 9 5 2 1
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Bemerkung 2.4.4:

1. 1:=(1,0,0,...) € K [z] C K [[z]] ist das multiplikative Neutralelement.

3. Esqilt 2’x? = x*tJ

4. Seia € K [x] ein Polynom vom Grad n, danngilta = ag+a;z+asx?+. .. a,z". Insbesondere
liefert dies eine Identifikation von K mit

K (7] gaq<0 = {a € K [z] | Grada < 0} = {0} U {a € K [z] | Grada = 0}
5. K [z] :={a € K [z] | Grada < n} istein TRvon K [z].

Grad<n

Definition 2.4.5: ALGEBRA UBER EINEM KORPER

1. Sei R ein Ring mit eins, der gleichzeitig ein K-VR ist. Man nennt R dann eine assoziative K-
Algebra mit Eins, oder kiirzer K -Algebra, falls gilt:

k(ab) = (ka)b=a(kb) Vke K, a,be R

2. Ist S eine weitere K-Algebra mit Eins, so heillt die Abbildung ¢ : R — S K-Algebren-
Homomorphismus, falls

*+ ist K-linear.
" p(ab) = ¢(a)p(b) Va,beR
" o(lr) =1s

Zwei K-Algebren R, S sind Algebra-isomorph, falls es K-Algebren-Homomorphismen f : R — S, g: S — R
gibtmitgo f =idgund f o g = idg.

Satz 2.4.6: POLYNOM-ALGEBRA

1. K [z] ist eine kommutative K-Algebra.

2. Seiena,b € K [z] \ {0} Polynome. Dann existieren eindeutig bestimmte Polynome
Div. mit Rest
—

q,r € K [x] mit a = gb + r mit Grad r < Grad b (Polynomdivision).

Folgerung 2.4.9: POLYNOMRESTKLASSEN

Seip € K [z] \ {0} vom Grad n.

Dann gilt: Die Vielfachen p bilden einen TR pK [z] < K [z]und K [z] = K [2],,q.,, ©i PK [z].
Insbesondere hat der Faktorraum K [z] /pK [z] den TR K [z],, ..., als Vertretersystem der Rest-
klassen = Kongruenzklassen = Bahnen (nach Homomorphiesatz ist K [z] /pK [z] = K [z]
und Vertreter durch Polynomdivision).

Fiir die Kongruenz a ~*%[*! p schreibt man ofta = b mod p.

Grad<n

Analog Z, es gibt auch Analogon zu Primzahlen:

irreduzible Polynome, die nicht als Produkt von zwei Polynomen echt kleineren Grades geschrieben werden
konnen, d.h. n := Grad (p) > 0 und p hat keine Teiler in K [x] vom Grad g mit 0 < g < n.

gg'T, Euklidischer Algorithmus inklusive der Bézout-ldentitat existieren analog in K [x].

Es gibt auch analog Q einen Quotientenkorper K (), den Korper der rationalen Funktionen,

wobei K (z) := (K [z] x (K [z] \ {0})) /~ mit (p, q) ~ (r,t) :& pt = qr.

Bemerkung 2.4.10:
Die Multiplikation mit x induziert einen Endomorphismus von K [z] /pK [z]:

z' + pK [z] © 2" + pK [z]
2"+ pK 2] & 2" + pK 2] = (—ag —ayx — - — 12" + pK [2]

18
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Satz 2.4.11:

Seip € K [z].
1. Durch vertreterweise Addition und Multiplikation ist K [z] eine K-Algebramit1 := 1+pK [z].
2. Istp € K [z] irreduzibel, ist K [z] /pK [z] ein Korper.

1. Neue Konstruktion von C: In R [z] ist p := 2 + 1 irreduzibel. Bezeichne die Restklasse von x
mitZ := x + (22 + 1) R [z]. Dann gilt, dass 7° = —1.
Die Elemente von R/ (z* + 1) R [z] sind gegeben durch a + bZ mita,b € R.

2. Fy:=TFy[z] / (2* + = + 1) Fy [x] ist der 4-elementige Korper.

3. Q[V2]:Qlz] / (2* — 2) Q [z] ist Kérper, T =: /2.

Bemerkung 2.4.13:
Sei A eine assoziative K-Algebra, z.B. A = K oder A = K™*".
1. Fira € Aistz' — a' der Einsetzungshomomorphismus ¢, : K [z] = A, p(z) — p(a)
ein K-Algebren-Homomorphismus.
2. Ein Element a € A heillt Wurzel (,Nullstelle”) von p, falls p (a) = 0, also ¢, (p) = 0.
3. Fira € K ist p (a) der Rest der Divisionvonp mod (z — a).
4. Fira € KistKern (g,) = (v — a) K [z].
5. Ein Polynom vom Grad n hat hochstens n verschiedene Wurzeln.
6. Eine Abbildung f € KX heit Polynomfunktion, falls 3p € K [z] : Va € K : f (a) = p(a)
In diesem Fall schreibt man f := f,.Esiste : K [z] - KX, p— f,: K — K, a+ pla)
ein K-Algebren-Homomorphismus. Sein Bild bezeichnet man mit PolFu (K).
e ist injektiv < | K| = oo. Dann ist ihre Korestriktion ¢’ : K [z] — PolFu (K) ein Iso.
e ist surjektiv < | K| < oo (esist|[KX| = | K|, | K [2]| = ).
Ubung 8.2:
Seip € K [z].

(i) siehe 2.4.13.3.
(i) Fur Gradp € {2, 3} ist pirreduzibel < p hat keine Wurzeln in K.

Ubung 8.4: LAGRANGE-INTERPOLATION

Seienay,...,a, € K beliebige Elementeund s4, ..., s, € K paarweise verschieden.
Dann Jeindeutig p € K (2], qon 0 Vi €0 p(s;) = a;ndmlichp (z) := Y [] ——2%
i=ljen\{i} " "

Definition 2.4.14: ALGEBRAISCHE ABGESCHLOSSENHEIT

Ein Korper K heiRt algebraisch abgeschlossen, falls jedes nicht-konstante Polynom lber K eine
Wurzel in K hat, d.h. falls jedes Polynom in Linearfaktoren zerfallt.
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Satz 2.4.15: SOGENANNTER ,FUNDAMENTALSATZ" DER ALGEBRA

C ist algebraisch abgeschlossen.

3 Struktur endlich erzeugter VRe

IstVein K-VRmit 71,7, < V,gitt TUTL <V & T =T,
Sei M eine Menge von Teilrdumen W < V. Danngilt: (| W < V.
WeM

Definition 3.1.4: ERZEUGNIS

Sei V ein K-VR mit M C V eine Teilmenge.

1. Das Erzeugnis (Vekrorraumerzeugnis) (M) von M ist der Durchschnitt aller Teilrdume von V,

die M enthalten. (M) := (] und somit der kleinste TR von V, der M enthalt.
MCw<y

2. Eine Linearkombination von Elementen aus M ist ein Vektor V' € V), fiir den einn € N mit
a€ K" X € M" existiertmitV =a:X; +--- 4+ a,X,,.
Ist M = (), so ist der Nullvektor 0 € V die einzige Linearkombination aus Vektoren in M.
Die Menge aller Linearkombinationen von M bezeichnen wir mit
LK (M) :={>" a;X;|n€Zso, X €M", a€ K"}

Satz 3.1.5:

Sei V ein K-Vektorraumund M C V, dann gilt: (M) = LIC (M)

Definition 3.1.7: VEKTORRAUM-SUMME

Seien 71, 7> < V. Dann definiert man (als Ersatz fiir Vereinigung) die Summe der beiden TRe:
T+ T = (T UT) = (T, Ta)

Bemerkung 3.1.8: VEKTORRAUM-SUMME UND IHRE VERWANDSCHAFT

Seien 71,75 < V.
1. 7-1+7-2:{X1+X2’X1€T17X2€7—2}

2. p:T1®. T, =V, (X1,X3)— X;+ X, isteine lineare Abbildung mit Bildp = 77 + 75
und Kernp = {(T,-T) | T € T N T, }.
Insbesondere gilt 7, + 7o = 71 @& T2 < T N To = {0}.

3. Ist M ={X} C V,dannist (X) := (M) = {aX | a € K}.

Esgilt {(T,-T) | T€TinT} = TiNT

abstrakt
TiNT, =T ®Ta—>Ti+Ts
Vgl.: ;“?\Y| ﬁ A\vg — 4\““71 L A\YQ - i?\T| U :\i_)

T +T. TiNT=
Ti®. 7o wenn TN Ty ={0},ist Ty +To =T1 . 12"

Definition 3.1.10: ERZEUGENDENSYSTEM

K-VRYV heil}t endlich erzeugt (e.e.), falls eine endliche Teilmenge M C V mit (M) = V existiert.
Jedes solche M heiRt Erzeugendensystem (EZS) von ).
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Bemerkung 3.1.11: ENDLICHES ERZEUGEN MIT BEISPIELEN

1. V := K™*!ist endlich erzeugt, denn die Spalten ¢, = (In),’i bilden ein Erzeugendensystem.

2. K [z]ist nicht endlich erzeugt, denn V endliche Teilmenge ist Grad der Polynome beschrankt.

3. Istp : ¥V — W ein Homomorphismus und M ein Erzeugendensystem, von V, dann ist
o (M) ={p(m) | m € M} ein Erzeugendensystem von Bild ¢ C W.

D.h. EZSe bilden unter Epimorphismen wieder auf EZSe ab.
4. IstVee.und ¢ : V — W Epimorphismus = W e.e.
5. SindV,Wee = VP, We.e.

Definition 3.1.12: MINIMALES ERZEUGENDENSYSTEM

Sei V ein K-VR, dann hei3t M C V minimales Erzeugendensystem, falls
(M) =Vund (M \{X})#V VX € M (man darf keinen weglassen).

Definition 3.2.2: LINEARE UNABHANGIGKEIT

Sei V ein K-VRund X € V". Folgende Aussagen sind dquivalent:
0. X heil}t linear unabhangig.
T o Xi+...a4,X,=0=a,=---=a, =0flira e K"
2. Der Linearkombinationshomomorphismus A x ist ein Monomorphismus, also Kern Ax = {0}.
3. VY € (X) : Jeindeutigesa € K" : Y = a; X1 + as Xo + -+ + 4, X,

Eine endliche Menge heil}t linear unabhangig, wenn das Tupel aus allen Mengenelementen linear unabhangig
ist. Eine unendliche Menge heil}t linear unabhangig, falls jede endliche Teilmenge linear unabhangig ist.

Bemerkung 3.2.3:

Sei X € V", ¢ :V — Wilinearund p o X = (¢ (X;),...,¢(X,)) € W" linear unabhéngig
= X linear unabhéangig.

Ubung 9.1:

SeiVein K-VRund M C N C V.
(i) M Erzeugendensystem von V = N Erzeugendensystem von V
(ii) NV linear unabhéngig = M linear unabhangig

Satz 3.2.6: Basis

Sei V ein K-VRund X € V™. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. X ist ein minimales EZS von V.

X ist maximal linear unabhéngig in V.

X ist ein linear unabhangiges EZS.

Ax : K™ — Vist der Linearkombinationsisomorphismus.

X heilt Basis von ) (Definition).

a > N

37> Sei X eine Basis von V.
27

Ay =SV - K" a1 X+ +a,X, — (ay,...,a,)heilt Zeilenkoordinatenabbildung beziiglich
der Basis X. Analog: kx (V) € K™*! ist die Koordinatenspalte von V' € V.
Damitist V = K1l
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Merke :

B € V" isteine Basisvon V < V € Vst eine eindeutige Linearkombination der Vektoren von B.
+ Existenz von Linearkombinationen: B ist EZS.
+ Eindeutigkeit von Linearkombinationen: B ist linear unabhangig.

Satz 3.3.1: STEINITZ'SCHER AUSTAUSCHSATZ

Sei V ein K-VRund X € V" ein EZSvon V,und sei Y € V? linear unabhangig.

Dann gilt: s < n und nach geeigneter Umordnung der X;s ist (Y,...,Y,, X .1,...,X,,) ein EZS
von V.

—— Sei )V eine.e. K-VR.
3.3.2

Dann dJ eindeutiges n € Z, sodass jede Basis von V) aus genau n Vektoren besteht. Nenne n =: Dim V
die Dimension von V. Ist V nicht e.e., so setzen wir Dim V = oo.

Bemerkung 3.3.4:

Seip : V — W ein K-VR-Homomorphismus.
2. 1st (Yq,...,Y,,) =V, soist (¢ (Y1),...,¢(Y,)) =Bilde < W.

3. Ist ¢ Isomorphismus, so bildet ¢ Basen von V auf Basen von W ab.
Insbesondere gilt Dim V = Dim W.

— Folgerung 3.3.5:

Sei V eine.e. K-VR.

1. Basiserganzungssatz: Ist X € V* linear unabhangig, kann man X zu einer Basis von V er-
ganzen, denn s < Dim V.

2. Ist7T <V,s0ist Dim7T < DimV,und Dim7T = DimY & 7 = V.

3.Ist7T < Vmit X € 7™ Basisvon 7 und (Xy,...,X,,,Y1,...,Ys) Basis von V, so ist
Y1+ T,...,Ys + T)eineBasisvon V/T. Insbesondere ist Dim (V/7) = DimV—Dim 7.

Also Dimensionssatz fiir Unterraume: Dim V = Dim 7 + Dim (V/7)

Ubung 10.2:

Sei V ein K-VR, U < V mit Basis BB bestehend aus den Elementen von B C U/, und sei C C V.
Dann bilden die Elemente von {c¢ + U | ¢ € C} eine Basis von V /U
< BN C = () und die Elemente von B U C bilden Basis von V.

— Folgerung 3.3.6/7/8: DIMENSIONSSATZE

SeiVe.e,a:V — W ein Homomorphismus. Dann gilt: Dim (Bild o) + Dim (Kerna) = Dim V
Seien V;, V; e.e. K-VRe. Nach Ubung 10.1 gilt: Dim (V; @, V5) = Dim V; + Dim V,
Seien 71,75 <V (e.e.). Dann gilt: Dim (7; + 72) + Dim (71 N 72) = Dim 7; 4+ Dim 7>.

Satz 3.3.11: UNENDLICHE BASEN

SeiVein K-VR, X C V.
(a) X heiBt EZS von V), falls VVV' € V endliche Linearkombination der Elemente von X ist.
(b) X heilRt linear unabhéngig, falls alle endlichen Teilmengen von X linear unabhéngig sind.

22
© study.woalk.de


https://study.woalk.de

4 Konstruktive Aspekte LA1 | Barakat | Universitat Siegen

4 Konstruktive Aspekte

Satz 4.1.1:

Seien V, W zwei K-VReund X € V", Y € W".
1. Ist X ein EZS von V, so gibt es héchstens eine lineare Abbildung ¢ : V — W mitpo X =Y.
2. Ist X linear unabhdngig und V e.e., so gibt es mindestens eine lineare Abbildung ¢.
3. Ist X Basis von V, gibt es genau eine lineare Abbildung ¢.

Bemerkung 4.1.4: INDUZIERTER HOMOMORPHISMUS

T K™ — Hom (K™, K™*'), A~ A isteinIsomorphismus.

Definition 4.1.5: KOORDINATENABBILDUNG

Sei V ein n-dimensionaler K-VR mit Basis B € V". Dann heil3t der Isomorphismus
a1
kg: V=K, X=aB 4+ -+a,B,— :

die Spalten-Koordinatenabbildung. On

Satz 4.1.7: ABBILDUNGSMATRIX

Sei V ein K-VR mit Basis B € V" und W ein K-VR mit Basis C' € W™. Dann gilt:
1. Die Abbildung ¢Ap : K™*™ — Hom (V, W), Aw kg'o A o Kk ist ein Isomorphismus.

2. Sei die Umkehrabbildung ¢cAg ™" : Hom (V, W) — K™", ¢ s p” Man nennt . die
Matrix von ¢ beziiglich der Basen B und C.

Per Definition gilt ¢ = k' o E;E o Kp.
y —2 s w
Damit kommutiert das Diagramm: KB‘L lnc
C,B
K>l ¥ Fmx1
3. Insbesondere gilt fir Ve V: ¢ (p) = € . BV
In der i-ten Spalte von “? steht die Koordinatenspalte von ¢ (B;) beziiglich der Basis C.

Satz 4.1.9: VERKETTUNG VON ABBILDUNGSMATRIZEN

Seienp : V = Wund ¢ : W — U K-lineare Abbildungen,
die VRe haben die Basen B € V", C' € W™, D € U”.
Dann gilt: P (¢ o ) B = Pyp© . CpB

Folgerung 4.1.10: BASISWECHSEL

1. Sind B und B’ Basen von V, so heil3t Bide' die Basiswechselmatrix bzw. die Matrix der

’ ’ -1
Basistransformation, und es gilt ©'id,,? = (Bide ) )

2. Sind C, C" € W™ Basenvon W undist ¢ : V — W linear, so gilt ¢’ 5" = 'id,,9¢ B Bid,, 5’
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Definition 4.2.1: ZEILEN- UND SPALTENRAUME

Sei A e K™*" YV ein K-VR.
1. Es bezeichnet TR (V) := {7 | T < V} die Menge aller Teilrdume von V.
2. Z(A):= (A Ay _,..., A, ) < K" heilt Zeilenraum von A und seine Dimension ist
der Zeilenrang von A.
3.8(A)=(A_1,A_»,...,A_,) < K™*" heilt Spaltenraum von A und seine Dimension ist
der Spaltenrang von A. Esist S (A) = Bild A.

Bemerkung 4.2.2/3: RANG

SeiAde K™*" ge GL,, (K),h € GL, (K).

1. Dann haben A und g A denselben Zeilenraum und somit auch den selben Zeilenrang. Insbe-
sondere produziert der GaulR'sche Algorithmus eine Basis des Zeilenraums.

3. A und Ah haben denselben Spaltenraum und somit denselben Spaltenrang.

= Zeilanrang = Spaltenrang =: Rang (A).
Rang A = Anzahl nicht-Nullzeilen in der strikten Stufenform von A (GauR).

—Fir A € K™*"istKem A = £ (Az = b) mit Dim £ = n — Rang A. Es ist Rang A = Dim (Bﬂd A).

Satz 4.2.6: ZEILENRAUM UND GL

1. GL,, (K) operiert auf K™ durch Linksmultiplikation.
2. Der Zeilenraum Z : K™*™ — TR (K'*") ist eine trennende Invariante dieser Operation.
3. Jede Bahn enthalt genau eine Matrix in Stufengestalt.

m Jeder k-dimensionale TR von K'*™ mit k > 0 hat eine eindeutige Standardbasis (71, ..., Z), die da-
durch ausgezeichnet ist, dass die Matrix Z € K**" mit Z; _ = Z; in strikter Stufenform ist.

Definition 4.2.9: RANG VON HOMOMORPHISMEN

Sei ¢ : V — W ein K-VR-Homomorphismus. Definiere Rang () := Dim (Bild ¢).

T Seien ¢ : V — W, B Basis von V, C' Basis von W.

= Rang (p) = Rang (“p®) = Rangy (v) := Rang (k¢ o p o Ag) = Dim (Bild )
Ubung 11.3 ’
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— Folgerung 4.2.11: ,,OFFENBARUNG"

Sei ¢ : V — W eine lineare Abbildung von endlich-dimensionalen K-VRen. Dann existiert eine
Basis B von )V und eine Basis C von W derart, dass die Abbildungsmatrix o folgende einfache
Gestalt annimmt:

0 0
0 0
Cc, B _
4 0 0 - 0
0 0 0

Dannist ¢ (B;) = C; fiiri € Rang ¢ und ¢ (B;) = 0 fir Rang ¢ < i < Dim V.

Starte mit zwei beliebigen Basen B’ € V", ¢’ € W™. Berechne ' x5’ und bringe sie mit Hilfe des
(Zeilen-)GauB-Algorithmus auf strikte Stufenform und mit Hilfe des véllig analogen Spalten-Gauly
schlieBlich auf die gewiinschte Form, wir nennen sie A.

Durch die Buchfiihrung bei den GauR-Algorithmen bestimmen wir also Matrizen g € GL,, (K') und

h € GL,, (K) mitg (c@g’) h = A.Nuninterpretiere / als Bid{f/ und g als ©'idS}, und leite daraus
Bund C ab.

— Folgerung 4.2.12: RANG UND GL
Die Gruppe GL,, (K) x GL,, (K) operiert auf K™*™ durch
(GL,, (K) x GL,, (K)) x K™™ — K™ ((g,h), M) ~ gMh™*

Matrizen in der gleichen Bahn heil3en aquivalent. (Nach Folgerung 4.2.11:)
Der Rang Rang : K™*' — Zs,, M + Rang M ist eine trennende Invariante dieser Operation.

5 Endomorphismen

Definition 5.1.1: ENDOMORPHISMENRING

Sei V ein K-VR. Dann heit End (V) := Hom (V, V) zusammen mit der Addition und Komposi-
tion von linearen Abbildungen der Endomorphismenring von V. Dieser ist eine K-Algebra, die fiir
Dim V > 1 nicht kommutativ ist. Es bildet End (V) =: GL (V).

Bemerkung 5.1.2: ENDO-ABBILDUNGSMATRIX

Sei B € V" eine Basis von V. Dann ist End (V) — K™, ¢~ BpP
ein Isomorphismus und K-Algebren-Homomorphismus.

Bemerkung 5.1.3: AHNLICHKEIT
1. a € End (V), B, B’ € V" Basen.
’ ’ AN / / ’ -
BB = (Bidfj) (BB . BigB = B'idB . BB . (B idfj)

2. GL,, (K) operiert auf K™*" durch GL,, (K) x K™™ — K™" (g, A) — gAg~".
Matrizen in der gleichen Bahn heifen dhnlich.

1
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Definition 5.1.4: SPUR

Fir A € K™*™ heilt Spur (A) := > A, ; die Spur der Matrix A (Summe der Diagonaleintrage).

i=1
Sei V endlich-dimensionaler K-VR. Fir &« € End (V) definiert man die Spur von « durch
Spur (a) := Spur (Ba®) fur eine beliebige Basis B (wohldefiniert unabhéngig der Basis).

Bemerkung 5.1.5: SPUR-IDENTITATEN

1. Fur A € K™*™und B € K™*™ gilt: Spur (AB) = Spur (BA) = >, A, ;B
2. Fir A € K™™und g € GL,, (K) gilt: Spur (¢Ag~") = Spur (A) (folgt aus 1.)

Jyi

5.2 Das Minimalpolynom

1. FirA e K™" p=p(x) = apr’ + a1z + - -+ + agz? € K [x] sei:

p(A) :=aol, + a; A+ -+ +asA* € K™,

Esheifte, : K [z] = K™*™, p+ p(A) der Einsetzungshomomorphismus der Matrix A.
2. Fira € End (V)undp € K [z] sei:  p(a) := agidy + a1+ -+ + aga? € End (V).

Es heite, : K [x] — End (V),p — p («) der Einsetungshomomorphismus des Endo. c.

Ubung 12.1.i: Fiirg € GL,, (K), p € K [z] gilt. p(¢g7'Ag) =g 'p(A) g

Lemma 5.2.2: MINIMALPOLYNOME
1. Sei A € K™, so gibt es ein normiertes Polynom 4 € K [z] mit Kern (e4) = paK [X].
Dieses Polynom heilt das Minimalpolynom (,MinPoly“) von A.

2. Ist V ein endlich-dimensionaler K-VR und o € End (V), so gibt es genau ein normiertes
Polynom p, € K [z] mit Kern (¢,) = po K [z]. Dieses heilt das Minimalpolynom von c.

Das Minimalpolynom ist invariant unter Transponieren, d.h. (14 = i ztr.

Bemerkung 5.2.3:

1. Der Grad des MinPolys von A ist das kleinste s € N mit (1,,, A, ..., A®) linear abhé&ngig.
Insbesondere ist 114 wohldefiniert.

2. Das MinPoly, genauer i : K™*™ — K [z], A ~— g, ist eine Invariante der Ahnlichkeits-
klassen von K™*", also dhnliche Matrizen haben das gleiche MinPoly (nach Ubung 12.1.ii).

3. Seia € End (V), B € V" eine Basisvon V und A := Zaf € K™*™. Dann gilt 1, = pa.
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1. po = € K [z] fur0 € K™ sowie 0 € End (V).
2. Hjn:,LLidv:fE—l
4. SeiV := (sin, cos) < R* und d € End (V) der Ableitungsoperator.

J (sin) = sin’ = cos, 9 (cos) = cos’ = —sin

Alsoist up = 2° + 1 = (1,0) < End (R¥) ist eine neue Darstellung von C.
5. Im Allgemeinen gilt fiir A € K™*":

K" > K [A]:=(I,,A,...,A"") =Bildes = K [z] /Kern (¢4) = K [z] /uaK []
als K-Algebra.

Fira € End (V) heiBtYf <V a-invarianter TR von V, wenn « (i) C U (Einschrénkung auf i/ abgeschlossen).

Lemma 5.2.5: TEILER DES MINPOLY

Sei € End (V) und U <V ein a-invarianter TR von V. Dann definiert o zwei Abbildungen
B = a}, € End ({{) und
vye€End(V/U), v(X+U)=a(X)+U.

Es gilt: kgV (g, 100) | o | p1atty

Bemerkung 5.2.6: 5.2.5 FUR MATRIZEN

A= <§ é) € K™*™ mit quadratischen Matrizen B, C.

Dann gilt: kgV (up, pe) | pa | pepe und Pal = (g é‘) bildet auf Faktorraum ab.

Wegen der Invarianz unter Transponieren gilt dies auch fir (f g)

Bemerkung 5.2.8: MINPOLY BEZUGLICH EINES VEKTORS

Sei Veinee K-VR,a € End(V), V € V\ {0}
Dann gibt es ein kleinstes £ < Dim V, dass

(V,a(V),a*(V),...,a" (V)) e VFH!
linear abh&ngig ist und eine eindeutige Abhangigkeit (ag, ay, ..., ax_1,1) € K™ mit
a)V+aa(V)+--+ 1" (V) 4+a* (V)=0

existiert.

Dann heiBt ji, v () = ap + a1 + - - - + ap_12* "' + z* das Minimalpolynom von « bzgl. V.

Der k-dimensionale TRW := K [a]V = {p(a) (V) |pe K [z]} = (V,a(V),...,a* 1 (V))
(Basis) ist invariant unter «, sprich o (W) < W und p, v (x) ist das MinPoly der Einschrankung
Bi=ap, W =W, Wi a(WV). MitLemma 5.2.5qilt: 115,y | fta
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Bemerkung 5.2.9: BEGLEITMATRIX

Seip=a+ays 1277 + -+ ay € K [x] ein normiertes Polynom vom Grad d. Die Multiplikation
mit = (bzw. Z) induziert eine lineare Abbildung m,, auf K [z] /pK [z], die bzgl. der Standardbasis

B:=(1,7,...,7%") € (K [z] /pK [2]) mitZ := = + pK [z] (Restklasse von ) die Matrix

0 0 0 —ag
1 0 —ay
T = M, € K™
P 0 0 b
Do 0
00 - 0 1 —ayg,

hat. Diese heil3t Begleitmatrix von p. Nach Bem. 5.2.8: pip;, = fim, = p

Algorithmus 5.2.10: BERECHNUNG DES MINPoOLY

GEGEBEN: « € End (V) eines e.e. K-VRes V
GESUCHT: Das MinPoly 1,
ALGORITHMUS:
1. Wahle V' € V'\ {0} (beliebig, )-
2. Bestimme das Minimalpolynom s, v+ () (aus Ubung 12.3) folgendermalRen:
(@) Bestimme o (V') , Ba? (V'),... bis (V',a(V'),...,a* (V")) linear abhdngig.
(b) Bestimme die lineare Abhangigkeit0 = a* (V') +a, 1t (V') 4+ - -+a;a (V') +apidy.
(c) Das MinPoly des Teilraums ist 1, 17 = 2° + a,_125 " 4+ -+ + a1 + ao.
Setze W:= K [o] V' = (V',a(V'),...,a" 2 (V")) und p1 := o v
3. Solange W # V, wahle V' € V \ YW und bestimme i, v wie oben.

HPo, vV
ggT(u-, /tmv)

und Wdurch W + K [a] V = (W, K [a] V).
Falls W =# V), wiederhole Schritt 3.
4. Sobald W =V, gilt u, = p.

Ersetze p durch kgV (u, plav) =

In IF, findet man leicht lineare Unabhangigkeit — Abhangigkeit, da jeder Vektor seine ,private 1“ haben muss.
Es gilt, dass Grad p, < Dim V.

5.3 Eigenwerte, Eigenvektoren, Diagonalisierbarkeit

Definition 5.3.1: EIGENWERTE & EIGENVEKTOREN

Sei Vein K-VRund o € End (V).
1. a € K heilt Eigenwert (EW) von ¢, fallsein V' € V' \ {0} existiert mit o (V') = aV'.
Dann ist V' Eigenvektor (EV) von o« zum Eigenwert a.
Allgemeinist E,, (a) = F (a) := Kern (o — a - idy,) der Eigenraum (ER) von o zum EW a.
Eine Zahl a € K ist EW < E, (a) # {0}, also genau wenn a einen EV hat.
2. Eine Basis E von V aus Eigenvektoren von « heil3t Eigenvektorbasis.
3. « ist diagonalisierbar (siche spater), falls eine Eigenvektorbasis von V bzgl. « existiert.

4. Fur A € K™ heilt ein Vektor X € K™*'\ {0} EVzumEW a € K, falls AX = aX gilt und
E4(a) ={X € K™™' | AX = aX} der ERvon A bzgl. a.
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Es gilt:

Sei A e K™ ™,
1. Fir g € GL,, (K) ist g~' Ag Diagonalmatrix <> Spalten von g Eigenvektorbasis von A bilden.
2. Aist genau dann diagonalisierbar, wenn 3¢ € GL,, (K) : g~ Ag Diagonalmatrix.

3. Die Diagonalmatrix besteht aus den EWen auf der Diagonale, in der Reihenfolge, wie die EVen
in der Basis vorkommen.

Satz 5.3.3: EIGENWERTE UND MINPoOLY

Sei v € End (V) des e.e. K-VRes V.
a € KistEWvon a < p, (a) = 0, also a eine Wurzel des MinPolys 1, ist

Eine Projektion ist eine Abbildung 7 € End (V) mit 72 = 7.

Sieht man von den Grenzféllen m = 0 € End (V) und 7 = idy ab,ist p, = 2> —z = z (z — 1).
Somit sind 0,1 dieEWevontund V = E, (1) ® E, (0) mit E (0) := Kern () = Bild (idy — )
und E, (0) := Kern (7 — idy) = Bild ()

1

Insbesondere hat man eine Eigenvektorbasis E fiir 7 mit 7f = 1 € KDimVxDimy

mit Dim E, (1) Einsen und Dim E, (0) Nullen.

Bemerkung 5.3.7:

SeiVeine.e. K-VRund a € End (V).
1. Sei V. € V und pu, das MinPoly von « bzgl. V. Sei B eine Ergdnzung von

(V,a(V),...,a’*(V)) zu einer Basis von V. Dann gilt: "o = <M*6‘*7V :)

3. Es gibtimmer ein V, sodass pi,, v = [iq-

Satz 5.3.8: MINPOLY UND SUMMENZERLEGUNG

Sei V eine.e. K-VR, o € End (V) mit MinPoly .

1. Ist po = p1 () p2 (z) Mit py, po € K [z] teilerfremd, von positivem Grad und normiert, also
geT (p1,p2) = 1, dann gibt es eine a-invariante direkte Summenzerlegung V = T, &; Ts,
sodass ; : T; — T;, T + «(T) Minimalpolynom p; fiir ¢ € 2 hat. Insbesondere hat Za/”
Blockdiagonalgestalt fiir angepasste Basen von V (s.u.).

2. Ist po, = [[p: mit p; € K [z] paarweise teilerfremd, so gibt es eine a-invariante direkte
Summenzerlegung V = @le T:,sodass «; : T; — T;, T — o (T) MinPoly p; hat.
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Bemerkung 5.3.9:

d d
V = @ T bedeutet, dass VX € V eindeutig schreiben lasstals X = > X, mit X; € 7,.
1=1 =1
Folgende Aussagen sind dquivalent (aus Ubung 9.5):

LV=0._ T

2. Sind B, Basen von 7; mit i € d, so ist Uj:1 B; eine Basis von V (eine solche Basis heilt eine
angepasste Basis bzgl. der Zerlegung).

3 V=T,....,. To)=Ti +- -+ Tqg = Zle T:, d.h. V wird durch alle 7; erzeugt (und es sind
auch alle notwendig), und fiir jedes j € d gilt: 7; N (Z#j 7;) = {0}

Folgerung 5.3.12: WURZELN UND DIAGONALISIERBARKEIT

Sei V ein e.e. K-VRund a € End (V) mit MinPoly vom Grad d. 3 Eigenvektorbasis von « (also
« diagonalisierbar), wenn das MinPoly genau d verschiedene Wurzeln hat: sy, ..., s4, also muss

o = Hle (z — s;) die Gestalt vom MinPoly sein.

aq *
5]
Fir A = ) (obere Dreiecksmatrix) mit a, ao, . . . , a,, paarweise verschieden ist
0 G
pa = [[,_, (x — a;) und A ist diagonalisierbar, also ahnlich zu Diag (a4, . .., a,).
ai 0
a2
Wegen der Invarianz unter Transponieren gilt dies auch fiir A = ) (untere Dreiecksmatrix).
* Qp,

5.4 Determinanten

Sei im Rest dieses Kapitels V ein K-VR der Dimension n und B € V" eine Basis von V.

Definition 5.4.1: ,WUNSCHLISTE"
Die (bzgl. B normierte) Determinante von V ist eine Abbildung

detg : V" — K, (%,...,Vn)Hd}gt(%,...,Vn)

mit folgenden Eigenschaften:
1. detp ist multilinear (linear in jeder Komponente), d.h.

detB (Xl, ”-7Xi—17 CLX,L' +bX,:, Xi+17 Ceey Xn)

2. det ist alternierend, d.h. detp (X) =0VX e V' mitJi,jen, i #j: X, = X;.
3. detp ist normiert, d.h. det (B) = 1.

:adetB(Xl, ,XZ ,Xn)+bdetB(X1, ,X:, X'n) VXEVW,ZGE, XIGVT'

Lemma 5.4.7:

Ist X € V'und 7 € S, sogilt: detp (X o) =detp (X) -sign
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Satz 5.4.8: EINDEUTIGKEIT DER DETERMINANTE

Falls eine Determinante auf ¥V mit Normierung bzgl. Basis B existiert, ist sie eindeutig bestimmt.
Beweis: Sie ist definiert fiir X € V" durch detp (X) = > sign(7) [[ ¥ (Xi),;
1=1

TESH

Satz 5.4.9: EXISTENZ DER DETERMINANTE

Die angegebene Formel ist eine alternierende Multilinearform, die bzgl. Basis B normiert ist.

Satz 5.4.10: BASISWECHSEL DER DETERMINANTE

Sind B, B’ € V" Basen von V, gilt: det 5 = (det (B')) " dety

Satz 5.4.11: LINEARITATEN DER DETERMINANTE

X; 1#0

Xo+7Z i=k

firZ e (X1,..., X1, Xps1,-..,X,,). Dannistdetz (X) = detp (V).

In Worten: Man kann andere Vektoren aus X zu einem Vektor aus X addieren, ohne die Deter-
minante zu andern. (folgt aus Linearitét)

1. Sei X € V", 1 <k <nunddas TupelY : n — V, Z'0—>{

2. X € V™ ist genau dann linear abhangig, wenn det s (X) = 0.

Definition 5.4.12/13: DETERMINANTE EINER MATRIX

Sei A € K™*". Dann setzt mandet (A) :=detg (A_1,...,A_,)mit E = (e1,...,e,).
Esistdet (A) = > o sign () [\, Arg.

2. det <<le Z;)) = a1by — asby

a; Qo Qs
3. det b1 b2 bg = a1b203 + a31)102 + CLQb3Cl — a16302 — a3b261 - a2b163

Ci C2 C3

Satz 5.4.15: EIGENSCHAFTEN VON MATRIXDETERMINANTEN

Fir A € K"*™ gilt det (4) = det (A™).

Fur A € K"*™ gilt: A invertierbar < det (A) # 0.

Fir Ay, A; € K™ gilt: det (A; - Ag) = det (A;) det (As)
Fir A € K™ ™und g € GL,, (K)istdet (g7t Ag) = det (A).

Sei @ € End (V), V e.e. mit B Basis von ). Dann setze det («) := det (?a®), Spur (a) :=
Spur (Ba?).

a s 0D =

;1—16? Die Einschrankung von det auf GL,, (K) bildet auf K* ab und ist ein Gruppenhomomorphismus mit

Kern (det) =: SL,, (K), die speziellen linearen Abbildungen mit Determinante 1 (,Volumenerhaltend®).
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Bemerkung 5.4.17: RECHENREGELN FUR MATRIXDETERMINANTEN

Sei A e K™ ™.

1. det A andert sich nicht, wenn man ein Vielfaches einer Spalte (Satz 5.4.11.1) oder Zeile (Satz
5.4.15.7) zu einer anderen hinzuaddiert.

al %k “ e k
2 Esgitdet | | Y 2 || =aaan
o --- 0 a,

3. det A multipliziert sich mit (—1), wenn man zwei Spalten oder zwei Zeilen vertauscht, jedes
Mal (alternierend).

4. Entsteht A" aus A durch Multiplikation einer Spalte oder Zeile mita € K, istdet A’ = a-det A.
Insbesondere ist det (aA) = a™ det A.

5. Zur Berechnung der Determinante bringt man sie mit Hilfe des GauB3-Algorithmus (Zeilen- oder
Spalten-GauR) unter Beachtung von (3) und (4) in (einfache) Stufenform, dann benutze (2).

Fl'jrk—i—l:n,AlGK’“Xk,AQEKle,AgEKleiStdet <A1 0

As A2> = det (A;) det (A,).

Satz 5.4.19: LAPLACE'SCHER ENTWICKLUNGSSATZ NACH EINER SPALTE

Fir A € K™, i,j € nsei At ¢ K(»=1x(n=1) die Matrix, die aus A durch Streichen der i-ten
Zeile und j-ten Spalte entsteht, die gestiirzte Matrix.
Danngiltfirk € n: det A =" A, - (—1)""" det (AG),

Entwicklung nach einer Zeile ist analog.

Laplace + Gaul} hat eine gute Laufzeit!

Satz 5.4.21: CRAMER'SCHE REGEL (MEHR THEORETISCHER NUTZEN)

Ist A € K™*" vom Héchstrang, also det A # 0,und b € K™*! beliebige Spalte, dann ist die
det( A1)

Tdet A mites € n, wobei

eindeutige Losung des LGS Az = b firx € K™*! gegeben durch X, ; =
A" dieselben Spalten wie A hat, auer in der i-ten Spalte, dort steht b.

Folgerung 5.4.22: INVERSE DURCH DETERMINANTE

1y qe( 4G
Fiir A € GL, (K) ist (A1), , = 0™ de(a®?)

4,J det A
Die Matrix ((—1)i+j det (A(’Vj))> ~heiRt Matrix der Kofaktoren von A.

]

Ist B die Matrix der Kofaktoren, ist AB = det (A) - I, (,fast die Inverse”).
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5.5 Charakteristisches Polynom

Fiir das Behandeln allgemeinerer Falle, wo Grad 4 < Grad V ist und daher 114 nicht als Invariante ausreicht,
um einfache Blockdiagonalgestalt zu erhalten.

Definition 5.5.1: CHARAKTERISTISCHES POLYNOM

1. Sei A € K"*". Das charakteristische Polynom von A ist y 4 (z) = det (I, — A) € K [z].
vl,—A € K[z]"" C K (x)""", damit wieder in einem Kérper, daher darf man det benutzen.

2. Sei V ein e.e. K-VRund a € End (V). Dann heilt x,, (z) := det (zI,, — Za”) das charak-
teristische Polynom von «, wobei B eine beliebige Basis von V ist (hach Lemma 5.5.2 ist
unabhéngig von B und wohldefiniert).

Bemerkung 5.5.3: RECHENREGELN FUR DAS CHARAKTERISTISCHE POLYNOM

1. Ist A = Diag (ay,...,a,) mita € K™, soist x4 = [[_, (z — a;).
Sind die a; paarweise verschieden, soist x4 = (4.

2. IstA = (%1 Z ) mit A; quadratischen Matrizen (Blockdreiecksm.), soist x4 = X4, X4,-
2

3. Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Polynom. Damit haben wir noch eine
Invariante der Ahnlichkeitsklassen!

4. Ist A diagonalisierbar, so ist x4 = [,cpwa) (z — )™ P4 wobei EW (A) die Menge der
Eigenwerte von A ist.

Ubung ,letzte":

Ist A=al, +bJ, mitb#0und J, € K"*", (J,,L)w =1Vi,j € n,soqgilt:
J, und A sind diagonalisierbar wenn nly # 0.
In diesem Fall ist EW (A) = {a + nb, a} und die Dimension der ERe ist 1 bzw. n — 1.

Alsoist x4 = (z — (a+nb)) (z —a)" ' und s = (z — (a + nb)) (z — a).

Satz 5.5.4: WICHTIGSTE EIGENSCHAFTEN DES CHARAKTERISTISCHEN POLYNOMS

Sei V ein e.e. K-VR und End (V). Dann gilt:

1. Xo () € K [z] ist normiert vom Grad n = Dim ). Der Koeffizient von 2"~ ist gleich
—Spur («) und der Koeffizient von z° ist (—1)" det ().

2. a € KistEWvon a < x, (a) = 0,d.h. falls a € K eine Wurzel von y,, (x) ist. Also haben
e Und x,, die gleichem Wurzeln.

3. Cayley-Hamilton: y, (o) = 0, d.h. 1, | Xa
o Ist p € K [z] normiert von Grad n = Dim V und A = M, dann gilt: x4 = pa = p.
A]Igemeiner: Wegen pia | xa = xa = pa < Grad pg = DimV
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Umformulierung von Satz 5.3.8:

Bemerkung 5.5.6: ZERLEGUNG IN HAUPTRAUME

Sei V eine.e. K-VRund a € End (V).

Schreibe das MinPoly y1,, = Hizl p;"* mit p; irreduzibel, normiert und paarweise verschieden (vgl.
Primfaktorzerlegung!).

Setzt man ¢; := [, p;? soistggT (q1,...,q) = 1.

Schreibt mandie 1 als 1 = a;q; + - - - + a;q; € K [z] (Bézout), so sind die m; = a; («) ¢; (o) mit «v
vertauschbare Projektionen, die folgendes erfiillen:

7T,»O7Tj:(5,»j7ri, ldV:W1+"'+7T[

Die Teilrdume U, := Bild m; sind a-invariante TRe von V), die wir auch Hauptraume nennen wollen.
Genauer: U; ist Hauptraum zum Faktor p;.

Es gilt: V = @, U; und fiir o; = o)), (sowohl im Def .-, als auch im Wertebereich eingeschrankt auf
U)ist o, = p;.

Das MinPoly 4, teilt sicherlich p;™, da (p;"*) (o), = 0. Andererseits teilt ., das Produkt Hi,:l e,
und somit muss ji,, = p;"*.

Daher gilt: ¢; = Kern (p]"" o) = Bild (¢; (o))

= Bézout Uiberfliissig.

Ist B; eine BasisvonUf; (1 <i <),soist B = (By,...,B)) eine Basis von V und

By alBl 0

B B
0 lOél l

Satz 5.5.7:
Sei a € End (V) mit u, = p™ fir ein irreduzibles, normiertes p € K [x]. Dann gibt es Zahlen
1 <mq,msg,...,my; < mund eine Basis B von V), sodass
Mpml *
B B _ ..
0 Myms

mit einem m; = m.
Insbesondere gilt: d := Gradp | DimV =:nund x4 = p°mitc=m; +--- +m, =

&3
\Y
3
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