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Im gesamten folgenden Dokument seiK ein beliebiger Körper.

0 Mathematische Grundlagen

Definition 0.2.0: STANDARDMENGE

Die „Standardmenge n“ für n ∈ N ist n := {m ∈ N | 1 ≤ m ≤ n} = {1, 2, . . . , n} ⊂ N.

0.4 Abbildungen

Bemerkung 0.4.3:

• Eine Abbildung a : N→M heißt Folge inM , man schreibt oft (ai)i∈N mit ai := a (i).
• Ein n-Tupel x := (x1, . . . , xn) mit n ∈ N wird als Abbildung x : n→M, i 7→ xi aufgefasst.

Definition 0.4.7/8/16: EINDEUTIGKEIT/TOTALITÄT

Sei f : X → Y eine Abbildung.
1. f injektiv, wenn ∀x, x′ ∈ X : f (x) = f (x′) ⇒ x = x′, bzw. jede Faser höchstens einele-

mentig. Genau dann ist f linksinvertierbar. Man schreibt auch f : X ↪→ Y .
2. f surjektiv, wenn f (X) = Y , bzw. jede Faser mindestens einelementig.

Genau dann ist f rechtsinvertierbar. Man schreibt auch f : X � Y .
3. f bijektiv, wenn injektiv und surjektiv, bzw. jede Faser genau einelementig.

Genau dann ist f invertierbar, und Rechtsinverse = Linksinverse.Man schreibt auch f : X→̃Y .

Bemerkung 0.4.10: ENDLICHE ABBILDUNGEN

Für eine Abbildung f : N →M zwischen endlichen MengenN,M gilt:
• |f (N)| ≤ |N | , |M |
• f injektiv⇔ |f (N)| = |N |
• f surjektiv⇔ |f (N)| = |M |
• Ist |N | = |M |, gilt: f injektiv⇔ f surjektiv⇔ f bijektiv

Definition 0.4.11/12: EINSCHRÄNKUNG

Sei f : X → Y eine Abbildung,X ′ ⊂ X .
Dann heißt f|X′ : X ′ → Y, x 7→ f (x) die Einschränkung von f aufX ′.
Jede Abbildung kann durch Einschränkung injektiv gemacht werden.

Definition 0.4.13: KOMPOSITION

Seien f : N →M, g : M ′ → Lmit f (N) ⊆M ′ ⊆M .
Dann ist g ◦ f : N → L, (g ◦ f) (x) := g (f (x)) die Komposition (Verkettung) von f und g.

Komposition ist assoziativ.
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0.5 Relationen

Definition 0.5.1: RELATION

SeienN,M Mengen.
1. R ⊆M ×N heißt Relation zwischenM undN . Für (x, y) ∈ R schreibt man xRy.
2. IstR ⊆M ×M , so sprechen wir von einer Relation aufM . Sie ist:

(R) reflexiv :⇔ ∀x ∈M : xRx

(R’) antireflexiv :⇔ ∀x ∈M : ¬xRx
(S) symmetrisch :⇔ ∀x, y ∈M : xRy ⇒ yRx

(S’) antisymmetrisch :⇔ ∀x, y ∈M : (xRy ∧ yRx)⇒ x = y

(T) transitiv :⇔ ∀x, y, z ∈M : (xRy ∧ yRz)⇒ xRz

3. Eine Relation, die (R), (S’) und (T) erfüllt, heißt (partielle) Ordnung.
4. Eine Ordnung heißt Totalordnung, falls zusätzlich ∀x, y ∈M : xRy ∨ yRx.
5. Eine Relation, die (R), (S) und (T) erfüllt, heißt Äquivalenzrelation (ÄR).

Definition 0.5.7/9: ÄQUIVALENZRELATION

Sei∼ eine ÄR aufM . Für x ∈M heißt

[x] := [x]∼ := {y ∈M | x ∼ y}

die Äquivalenzklasse von∼ zu x (oder von x bezüglich∼).
Die Menge aller Äquivalenzklassen wird mitM/∼ := {[x]∼ | x ∈M} bezeichnet.
Dies ist eine Partition vonM .

0.6 Kategorie der Mengen

1 Lineare Gleichungssysteme

Definition 1.1.0: FASER

Für f : X → Y , y ∈ Y heißt die Menge

f−1 ({y}) := {x ∈ X | f (x) = y}

Faser von f über y.

Bemerkung 1.1.1: GLS

Die Faser f ({b}) ist die Lösungsmenge des Gleichungssystems f (x) = b für x.

Definition 1.2.1: (VERALLGEMEINERT) MATRIX

Seienm,n ∈ N. Einem× n-Matrix ist eine Abbildung

A : m× n→ K, (i, j) 7→ Ai,j, Ai,j ∈ K ∀i ∈ m, j ∈ n

Einem× n-Matrix A hatm Zeilen und n Spalten. Man sagt A = (Ai,j) ∈ Km×n mit i ∈ m, j ∈ n.
Man schreibt in Matrizen manchmal · anstelle von 0, um besser unterscheidbar zu machen, wenn viele Nullen
enthalten sind, z.B. in Matrizen über dem F2-Körper.
Man kann Matrizen addieren und mit Körperelementen multiplizieren (skalieren).
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Definition 1.2.2: (VERALLGEMEIENRT) LINEARES GLS

Ein Lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten x1, . . . , xn ist gegeben
durch

A1,1x1 +A1,2x2 + . . .+A1,nxn = b1 (I)
A2,1x1 +A2,2x2 + . . .+A2,nxn = b2

...
...

Am,1x1 +Am,2x2+ . . .+Am,nxn= bm

wobei A = (Ai,j) ∈ Km×n und b =

 b1
...
bm

 ∈ Km×1.

Ein LGLS heißt homogen, wenn von der Form Ax = 0.
−−−→
2.3.15

Ax− b ist lösbar⇔ b ∈ Bild(Ã).

Die Lösungsmenge von Ax = 0 ist Kern(Ã) und damit nie leer.

Ist Y ∈ Kn×1 eine Lösung von Ax = b, so durchläuftX + Y mitX ∈ Kern(Ã) (Lösung von Ax = 0)
alle Lösungen von Ax = b.

Definition 1.2.5/6: (VERALLGEMEINERT) LINEARE ABBILDUNG

Eine Abbildung α : Kn×1 → Km×1 heißt linear, wenn

∀s1, . . . , sk ∈ Kn×1, r1, . . . , rk ∈ K : α

(
k∑
i=1

risi

)
=

k∑
i=1

riα (si)

Zu zeigen reicht dazu nur α (kV + V ′) mit k ∈ K; V, V ′ ∈ Kn×1.
Jede lineare Abbildung ist durch die Bilder der Einheitsspalten eindeutig bestimmt.

Definition 1.2.8: (VERALLGEMEINERT) INDUZIERTE LINEARE ABBILDUNG

Die von A ∈ Km×n induzierte lineare Abbildung ist

Ã : Kn×1 → Km×1, ξ 7→ Aξ

(Sonderfall des Matrixproduktes).

Bemerkung 1.2.10:

Aus Definition 1.2.8 folgt:

Ã (ej) = Aej = A−,j

wobei A−,j die j-te Spalte der Matrix A ist.

Bemerkung 1.2.11:

Ã (ξ) = Aξ ist Linearkombination der Spalten von Amit den Koeffizienten ξj mit j ∈ n.
−−−→
1.2.12

GLS I ist lösbar⇔ b aus Spalten von A linearkombinierbar.

Satz 1.2.15:

Zu jeder linearen Abbildung α : Kn×1 → Km×1 gibt es genau eine Matrix A ∈ Km×n mit α = Ã.
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Satz 1.3.1: KOMPOSITION LINEARER ABBILDUNGEN

Mit A ∈ Km×n, B ∈ Kn×p ist Ã ◦ B̃ = ÃB mit AB ∈ Km×p.

−−→
1.3.4

Matrixmultiplikation ist assoziativ.

Bemerkung 1.3.6: LINEARE INVERSE

Das Inverse (Ã)−1 einer bijektiven linearen Abbildung Ã ist wieder linear.
Beweis: Anwenden der bijektiven linearen Abbildung Ã auf beiden Seiten der Linearitätsgleichung.

Übung 2.5:

Aus A,B ∈ Kn×n invertierbar folgt, dass AB invertierbar mit (AB)
−1

= B−1A−1.

1.4 Gauß- bzw. „Fangcheng“-Algorithmus

Definition 1.4.1: STUFENINDEX

SeiM ∈ Km×n. Für i ∈ m ist der i-te Stufenindex

Sti (M) :=

{
min {j ∈ n |Mi,j 6= 0} fallsMi,− keine Nullzeile
n+ i fallsMi,− Nullzeile

M ist in Stufenform, falls die Folge (Sti (M))i∈m streng monoton fallend ist.
Falls zusätzlich für jeden Stufenindex k gilt, dassM−,k = ek , so istM in strikter Stufenform.

Bemerkung 1.4.3:

Für jede injektive Selbstabbildung g : M →M gilt: f−1 ({m}) = (g ◦ f)
−1

(g ({m})).

Definition 1.4.5/6: ELEMENTARE UMFORMUNGSMATRIZEN

Seim ∈ N und ei die Einheitsspalten, fj die Einheitszeilen. SeiM ∈ Km×n.
• Für 1 ≤ i, j ≤ mmit i 6= j und a ∈ K sei Addm (i, j; a) := Im + aeifj
⇒ Addm (i, j; a) ·M unterscheidet sich nur in der i-ten Zeile vonM mitMi,− + a ·Mj,−

(Addm (i, j; a))
−1

= Addm (i, j;−a)

• Für 1 ≤ i ≤ m und a ∈ K \ {0K} sei Mulm (i; a) := Im + (a− 1) eifi
⇒ Mulm (i; a) ·M : Multiplikation der i-ten Zeile vonM mit a.

(Mulm (i; a))
−1

= Mulm (i; a−1)

• Für 1 ≤ i < j ≤ m sei
Verm (i, j) : m×m→ K, (p, q) 7→


1 falls p = q 6∈ {i, j}
1 falls (p, q) ∈ {(i, j) , (j, i)}
0 sonst

⇒ Verm (i, j) ·M : Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile vonM .
(Verm (i, j))

−1
= Verm (i, j) (selbstinvers)
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Algorithmus 1.4.7: (VERALLGEMEINERT) GAUSS-ALGORITHMUS

GEGEBEN:M ∈ Km×n

OUTPUT: M ′ ∈ Km×n in (strikter) Stufenform, hervorgegangen durch Linksmultiplikation mit ele-
mentaren Umformungsmatrizen ausM .
ALGORITHMUS:

1. ÜberführeM in Stufenform:
(a) Finde den kleinsten Spaltenindex j mitM−,j 6= 0.
(b) Finde den kleinsten Zeilenindex imitMi,− 6= 0.
(c) Falls i 6= 1, vertausche die erste und die i-te Zeile.
(d) Falls Mi,j 6= 1, ersetze M  Mulm

(
1,M−1

i,j

)
M , sodass man mit M1,j = 1 weiter

arbeitet (normiert).
(e) Räume die j-te Spalte aus, durch Subtraktion desMi,j -Vielfachen der ersten Zeile von der

i-ten Zeile, d.h. ersetzeM  Addm (i, 1;−Mi,j)M für i ∈ n \ {1}.
(f) Wiederhole (1e) mit der Teilmatrix von M , die durch Ignorieren der ersten Zeile und der

ersten j Spalten hervorgeht.
Am Ende hat man eine Matrix in Stufenform.

2. ÜberführeM in strikte Stufenform, analog (1e).

Algorithmus 1.4.10: GAUSS-ALGORITHMUS ZUM LÖSEN

GEGEBEN:M = (A | b) ∈ Km×(n+1) erweiterte Matrix eines LGLS Ax = b.
GESUCHT: Lösungen des zugehörigen LGLS.
ALGORITHMUS:

1. Wende den Gauß-Algorithmus auf M an, und erhalte eine strikte Stufenform mit derselben
Lösungsmenge (wegen 1.4.3).
Diese ist genau dann leer, wenn n+ n ein Stufenindex ist (0 = 1).

2. Streiche alle Nullzeilen vonM (keine Information) und füge für jeden Nichtstufenindex il mit
l ∈ d (d Anzahl) der linken Seite eine neue Zeile

(
(In)i,− | pl

)
zu der erweitertenMatrix hinzu,

wobei die pl paarweise verschiedene Parameter sind. Bringe die resultierende Matrix durch
Linksmultiplikation mit Addm, Verm wieder auf strikte Stufenform. Diese ist gegeben durch
(In | L), wobei L eine Spalte ist, die die Lösung abhängig von den Parametern pl angibt.

Beispiel 1.4.11: (VERALLGEMEINERT) BESTIMMUNG DES BILDES EINER LINEAREN ABBILDUNG

Sei Ã eine lineare Abbildung mit A ∈ Km×n.
Löse die erweiterte Matrix (A | x) mit x = (x1 · · · xm)

tr, bis sich eine Nullzeile ergibt.
Dann ist x ∈ Bild(Ã)⇔ Gleichung der rechten Seite in der resultierenden Zeile erfüllt ist.

Definition 1.4.13: TRANSPONIERTE

Ist A : m × n → K, (i, j) 7→ Ai,j eine Matrix, so heißt Atr : n ×m → K, (i, j) 7→ Aj,i die
transponierte Matrix von A.

Lemma 1.4.14:

Sind A ∈ Km×n, B ∈ Kn×p, so ist (AB)
tr

= BtrAtr ∈ Kp×m.
Ist Ã surjektiv mit Rechtsinverse B̃, so ist Ãtr injektiv mit Linksinverse B̃tr, und umgekehrt.

Man findet Rechtsinverse von A ∈ Km×n leicht durch Anwenden des Gauß-Algorithmus auf (A | In).
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Übung 3.2:

Sei A ∈ Km×n, B ∈ Kn×p, C := AB ∈ Km×p.
(i) Cij = Ai,−B−,j

(ii) C−,j = AB−,j

(iii) Ci,− = Ai,−B

(iv) C = A−,1B1,− +A−,2B2,− + · · ·+A−,nBn,−

Übung 3.4:

Sei f : X → Y eine Abbildung. Eine ÄRRf ⊆ X ×X der Form

xRfx
′ :⇔ f (x) = f (x′)

heißt Bildgleichheitsrelation aufX . Ihre Äquivalenzklassen sind die nicht-leeren Fasern von f .

(Indirekter) Homomorphiesatz für Mengen:
X Y

N/Rf

f

[·]
f

kommutiert.

Übung 4.3:

Ist f : Kn×1 → Km×1 eine bijektive lineare Abbildung, istm = n.

Übung 4.4:

SeiA ∈ Km×n und Ã surjektiv.A ist bijektiv⇔ Rechtsinverse eindeutig. Diese ist dann gleichzeitig
Linksinverse und Inverse von A, und damit auch n = m.

Übung 5.2:

Sei A ∈ Kn×n. Gibt es eine MatrixB ∈ Kn×n mit AB = In, so ist auchBA = In.

2 Zahlen, Vektoren, Polynome

Definition 2.1.1: GRUPPE

SeiG eine nicht-leere Menge, · : G×G→ G eine Verknüpfung aufG. (G, ·) heißt Gruppe, falls:
(G1) (Assoziativgesetz) ∀x, y, z ∈ G : x · (y · z) = (x · y) · z
(G2) (Neutrales Element/Einselement) ∃1 ∈ G : ∀g ∈ G : 1 · g = g · 1 = g

Dieses Element ist dann eindeutig (Übung 4.2.i).
(G3) (Inverse Elemente) ∀g ∈ G : ∃g−1 ∈ G : g · g−1 = g−1 · g = 1

Diese Elemente sind jeweils eindeutig (Übung 4.2.ii).
Falls zusätzlich kommutativ, heißt (G, ·) Abelsche Gruppe und man benutzt auch + als Verknüpf-
tung, mit 0 als Bezeichnung für das Neutralelement und−g als die des Inverses.

Für a, b ∈ G ist (ab)
−1

= b−1a−1.
Es gilt: Das kartestische Produkt von Gruppen G,H ist wieder eine Gruppe (G×H, ·) mit der komponenten-
weisen Operation ·.
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Bemerkung 2.1.2: HALBGRUPPEN

• (G, ·) heißt Halbgruppe, falls (G1) erfüllt ist.
• (G, ·) heißt Monoid (Halbgruppe mit Eins), falls (G1), (G3) erfüllt sind.

Beispiel 2.1.3.8: (VERALLGEMEINERT) GENERELLE LINEARE GRUPPE

GLn (K), die Menge der invertierbaren Matrizen inKn×n, ist Gruppe mit In als Einselement.

Definition 2.1.4: KÖRPER

Sei K eine nicht-leere Menge mit zwei Verknüpfungen + und ·. Das Tripel K := (K,+, ·) heißt
Körper (field), falls gilt:
(K1) (K,+) ist Abelsche Gruppe, das Neutralelement 0 (Nullelement).
(K2) (K, ·) ist kommutatives Monoid, das Neutralelement 1 (Einselement), und es sei 1 6= 0.
(K3) (K∗, ·) mitK∗ := K \ {0} ist Abelsche Gruppe mit Neutralelement 1.
(K4) Distributivgesetze: a · (b+ c) = a · b+ a · c

Gilt nur (K1), (K2) und (K4), heißtR := (G,+, ·) kommutativer Ring mit Eins.
Ist Multiplikation nicht kommutativ, heißtR nur Ring mit Eins.
Gilt in einem RingR, dass 1 = 0, dann istR = {0} der einelementige Ring.

Bemerkung 2.1.7.2: RINGHOMOMORPHISMUS

SeiR ein Ring mit Eins. Für i ∈ Z≥0 und a ∈ R setze ia := a+ ...+ a =
∑i

k=1 a.
Es gilt: Z 3 0 · a = 0 ∈ R und ia = − ((−i) a).
Dadurch definiert ist der Ringhomomorphismus

· : Z→ R, i 7→ i1 mit 1 ∈ R

Definition 2.1.9: *NOMIALKOEFFIZIENT

Sei n ∈ Z≥0.
• Für i ∈ Z≥0 heißt

(
n
i

)
:= |Poti (n)| Binomialkoeffizient, wobei Poti (M) die Menge aller

i-elementigen Teilmengen der MengeM .
• Für i1, i2, . . . , ik ∈ Z≥0 mit i1 + i2 + · · ·+ ik = n heißt(

n

i1, i2, . . . , ik

)
:=
∣∣{ϕ ∈ kn | ∣∣ϕ−1 ({j})

∣∣ = ij ∀j ∈ k
}∣∣

Multinomialkoeffizient.

Bemerkung 2.1.10: MULTINOMIALSATZ

SeiR ein kommutativer Ring und a1, . . . , an ∈ R. Fürm ∈ N gilt:

(a1 + · · ·+ an)
m

=
∑

∀i1+···+in=m

(
m

i1, . . . , in

)
ai11 · · · ainn
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Satz 2.1.11: KOMPLEXE ZAHLEN ALS MATRIXKÖRPER

C :=

{(
a −b
b a

)
| a, b ∈ R

}
⊂ R2×2

zusammen mit Matrixaddition und Matrixmultiplikation ist der Körper der komplexen Zahlen.
Man schreibt abkürzend a+ bi. Es gilt:

• (a+ bi) (c+ di) = (ac− bd) + i (ab+ bc)

• (a+ bi)
−1

= a−ib
a2+b2

Bemerkung 2.1.12: TEILBARKEIT UND REST

Seien a, b ∈ Zmit b 6= 0.

• |a| :=
{
a a ≥ 0

−a a < 0
der (Absolut-)Betrag.

• Dann gibt es eindeutige Zahlen q, r ∈ Zmit a = q · b+ r und 0 ≤ r < b.
r heißt der kleinste, nicht-negative Rest von a mod b.

• Falls r = 0, sagt man b | a sprich „b teilt a“.

Satz 2.1.13: RESTKLASSEN

1. Sei p ∈ Z fest vorgegeben und∼p:= {(a, b) ∈ Z× Z | p | (a− b)} ⊂ Z× Z.
Dann ist∼p eine ÄR auf Z, man schreibt auch a ≡ b mod p.
Die Äquivalenzklasse [a] := {b ∈ Z | b ∼p a} für a ∈ Z heißt Restklasse vonZmodulo p und
partitioniert Z in |p| verschiedene Klassen.

2. Addition undMultiplikation inZ ist verträglich mit∼p, d.h.Z/∼p ist ein kommutativer Ringmit
Eins und man schreibt (Z/∼p,+, ·) =: Z/pZ und [a]∼p =: a+ pZ oder a.

3. Ist p eine Primzahl, so ist Z/pZ ein Körper und heißt Fp (aber nur für p prim!).

Definition 2.1.14: GGT

Für a, b ∈ Z ist der größte gemeinsame Teiler von a und b, geschrieben t := ggT (a, b)
mit t | a ∧ t | b und d | a ∧ d | b⇒ d | t ∀d ∈ Z.
Es gilt ggT (a, 0) = a. Der ggT ist bis auf Vorzeichen eindeutig.

Algorithmus 2.1.15: EUKLIDISCHER ALGORITHMUS FÜR GGT

GEGEBEN: a, b ∈ Z \ {0}
GESUCHT: ggT (a, b)
ALGORITHMUS:

1. Setze a1 := a, a2 := b.
2. Für n ≥ 3, setze an := an−2 mod an−1, falls an−1 6= 0.

Nach endlich vielen Schritten ist dann, wenn ak+1 = 0, der ggT (a, b) = ak.
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Bemerkung 2.1.17: (VERALLGEMEINERT) EUKLIDISCHER ALGORITHMUS ALS MATRIXOPERATION

SeiR ein Ring und

ε : R2×1 → R2×1,

(
a
b

)
7→


(

b

a mod b

)
falls b 6= 0(

a

0

)
falls b = 0

1. Euklidischer Algorithmus: Iteriere die Anwendung von ε, so lange der zweite Fall b = 0 nicht

eintritt; d.h. bis zu k ∈ Nmit εk−1
((

a
b

))
=

(
t
0

)
, dann ist t = ggT (a, b).

2. Es gilt im Fall b 6= 0: ε
((

a
b

))
=

(
0 1
1 −q

)(
a
b

)
=

(
b
r

)
wobei a = qb+ r und 0 ≤ r < |b|.

Algorithmus 2.1.18: EUKLIDISCHER ALGORITHMUS MIT BÉZOUT-IDENTITÄT

GEGEBEN: a, b ∈ Z \ {0}
GESUCHT: t = ggT (a, b) und α, β ∈ Zmit αa+ βb = t
ALGORITHMUS:

1. Wie oben a1 = a, a2 = b.
2. Setze an = qnan+1 + an+2 mit qn ∈ Z für n ≥ 1.

Definiere A1 =

(
0 1
1 −q1

)
und An =

(
0 1
1 −qn

)
An−1 für n ≥ 2.

Dann liefert die erste Zeile von Ak−1 das gewünschte (α, β) und es gilt Ak−1
(
a
b

)
=

(
t
0

)
Man beachte, dass man wenige Zwischenergebnisse speichern muss und die erste Zeile von
Ak−1 bereits die zweite Zeile von Ak−2 ist.

Beispiel 2.1.19: INVERTIEREN IN RESTKLASSENKÖRPERN

(25 + 31Z)
−1 in F31. Bestimme dazu die Bézout-Identität vom ggT (31, 25) = 1:

31 = 1 · 25+6

25 = 4 · 6 +1

6 = 6 · 1 +0

(
0 1
1 −6

)((
0 1
1 −4

)(
0 1
1 −1

))
=

(
0 1
1 −6

)(
1 −1
−4 5

)
=

(
−4 5
∗ ∗

)

⇒ α = −4, β = 5 (und zur Erinnerung, a = 31, b = 25),
also−4 · 31 + 5 · 25 = 1, insbesondere 5 · 25 ≡ 1 mod 31 und somit (25 + 31Z)

−1
= 5 + 31Z.

Definition 2.1.20: EINHEITENGRUPPE

SeiR ein Ring mit Eins. Ein Element u ∈ R heißt Einheit (bzw. multiplikativ invertierbar), falls ∃v ∈
R : uv = vu = 1.
Die Menge der EinheitenR× := {u ∈ R | u Einheit} wird Einheitengruppe genannt.

Man schreibt manchmal auchR∗ := R× stattdessen, besonders im Fall von Körpern, woK∗ = K \ {0}.
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Definition 2.1.22: NULLTEILER

SeiR ein kommutativer Ring mit Eins. r ∈ R \ {0} heißt Nullteiler, falls ∃s ∈ R \ {0} : rs = 0.

Jeder Körper ist nullteilerfrei (konstruktiv beweisbar).

Übung 5.3.iii:

FallsR ein kommutativer endlicher Ring ist, so ist jedes Element r ∈ R \{0} entweder eine Einheit
oder ein Nullteiler.

2.2 Gruppenoperationen

Definition 2.2.1: GRUPPENOPERATION

SeiG eine Gruppe undM eine beliebite Menge,m ∈M ein beliebiges Element.
1. G operiert aufM (von links), falls eine Abbildung ω : G×M →M (Operation) existiert mit
(Op1) 1 ·m = ω (1,m) = m für 1 ∈ G
(Op2) g (hm) = (gh)m ∀g, h ∈ G
2. G operiere aufM . Dann heißtGm := {gm | g ∈ G} ⊆M die Bahn vonm unterG.

Sei im folgenden Rest des KapitelsG eine Gruppe, die auf der MengeM operiert.

Satz 2.2.4:

Definiere die ÄR∼G aufM durchm ∼G m′ :⇔ ∃g ∈ G : gm = m′

Dann sind ihre Äquivalenzklassen die Bahnen vonM unterG:M/ ∼G= {Gm | m ∈M}

Definition 2.2.5: INVARIANTEN

Eine Abbildung f : M → N in eine beliebige MengeN heißt eine Invariante der Operation, falls f
konstant auf den Bahnen ist, sprich falls f (gm) = f (m) ∀g ∈ G∀m ∈ M . Anders ausgedrückt:
∼f ⊇∼G
Die Invariante heißt trennend, falls verschiedenen Bahnen verschiedene Werte von f zugeordnet
werden, sprich falls f (m) = f (m′)⇒ Gm = Gm′. Anders ausgedrückt:∼f=∼G

Übung 6.1:

GL2 (Z) operiert auf Z2×1 und
(
a
b

)
7→ |ggT (a, b)| ist trennende Invariante.

Beispiel 2.2.8: BILDGLEICHHEITS-OPERATION

SeiA ∈ Km×n. Kern(Ã) operiert durch Addition aufKn×1, wobei Ã eine trennende Invariante ist.
Die Bildgleichheitsäquivalenzklassen sind also genau die Bahnen, sprich∼Ã =∼Kern Ã.
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2.3 Vektorräume

Definition 2.3.2: VEKTORRAUM

Eine Abelsche Gruppe (V,+) zusammen mit einer äußeren Verknüpfung

K × V → V, (a,X) 7→ aX

heißt Vektorraum überK oder (kürzer)K-Vektorraum, falls gilt:
(V1) a (X + Y ) = aX + aY ∀a ∈ K, X, Y ∈ V
(V2) (a+ b)X = aX + bY ∀a, b ∈ K, X ∈ V
(V3) (ab)X = a (bX) ∀a, b ∈ K, X ∈ V
(V4) 1X = X ∀X ∈ V
Die Elemente von V heißen Vektoren.

0X = 0 ∈ V , (−1)X = −X ∈ V .
Seien im folgenden Rest des Kapitels V undW beliebigeK-Vektorräume („VRe“).

Beispiel 2.3.4: RAUM DER ABBILDUNGEN

SeiM eine nicht-leere Menge.
Dann istKM einK-VR mit werteweiser Addition und werteweiser äußeren Multiplikation.

Damit kann man ableiten, dassK selbst,Kn,Kn×1,Km×n,KK ,KN allesamtK-VRe sind.

Definition 2.3.5: VR-HOMOMORPHISMUS

ϕ : V → W heißtK-linear oderK-Homomorphismus, falls ∀X,Y ∈ V, a ∈ K : ϕ (aX + Y ) =
aϕ (X) + ϕ (Y ).

• Ist ϕ injektiv: Monomorphismus
• Ist ϕ surjektiv: Epimorphismus
• Ist ϕ bijektiv: Isomorphismus
• Ist V =W : Endomorphismus (siehe ??)
• Ist ϕ Endomorphismus und bijektiv: Automorphismus

VRe heißen isomorph, fals ein Isomorphismus zwischen diesen existiert, man schreibt V ∼=W .

Ist ϕ : V → W Iso., ist ϕ−1 :W → V auch Iso.

Beispiel 2.3.6: EINIGE MORPHISMEN

• ·tr : Km×n → Kn×m ist Isomorphismus.
• Jede Abbildung f : M → N liefert f∗ : KN → KM , g 7→ g ◦ f . f∗ ist genau dann Iso.,
wenn f bijektiv. Dann ist (f∗)

−1
= (f−1)

∗

• Für V ∈ Vn ist λV : Kn → V, a 7→ a1V1 + · · ·+ anVn der Linearkombinationshomomor-
phismus.

Bemerkung 2.3.7: ENDOMORPHISMENRING

End (V) := {α : V → V | α linear} ist ein Ring mit werteweiser Addition und Komposition ◦ als
Multiplikation, genannt der Endomorphismenring des VRs V .
Seine Einheitengruppe ist End (V)

×
=: GL (V) := {α ∈ End (V) | α bijektiv}, genannt die gene-

relle Lineare Gruppe über V .
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Definition 2.3.8: TEILRÄUME

Eine Teilmenge T ⊆ V heißt Teilvektorraum oder Untervektorraum von V , falls
(T1) T 6= ∅
(T2) ∀X,Y ∈ T , a ∈ K : aX + Y ∈ T
Man schreibt dann T ≤ V .

Übung 6.2:

Ist T ≤ V , so ist T auch einK-VR.

Übung 6.4:

• Hom (V,W) := {f ∈ WV | f ist linear}
• Hom (V,W) ist auch abgeschlossen unter werteweiser Addition und Komposition ◦.
• Hom (Kn×1,Km×1) ∼= Km×n.
•
∣∣Hom

(
Fn×1p ,Fm×1p

)∣∣ =
∣∣Fm×np

∣∣ = pm·n

Satz 2.3.10:

Sei ϕ : V → W Homomorphismus. Es gilt:
1. Kern (ϕ) := ϕ−1 ({0}) ≤ V
2. Bild (ϕ) := {ϕ (V ) | V ∈ V} ≤ W
3. Ist S ≤ W , so ist ϕ−1 (S) := {X ∈ V | ϕ (X) ∈ S} ≤ V .
4. Ist T ≤ V , so ist ϕ (T ) ≤ W .

Definition 2.3.11: DIREKTE SUMME

1. Auf dem kartesischen Produkt V ×W definiere

+ : (V ×W)× (V ×W)→ V ×W, ((V,W ) , (V ′,W ′)) 7→ (V + V ′,W +W ′)

als komponentenweise Addition und

· : K → (V ×W)→ V ×W, (a, (V,W )) 7→ (aV, aW )

als komponentenweise Multiplikation mit Körperelement (Skalarmultiplikation).
⇒ (V ×W,+, ·) =: V ⊕aW wiederK-VR, die äußere direkte Summe.

2. Seiem T1, T2 ≤ V . Falls sich jedes V ∈ V eindeutig als V = T1 + T2 mit Ti ∈ Ti schreiben
lässt, so heißt V = T1 ⊕i T2 die innere direkte Summe.

Beispiel 2.3.13: PROJEKTIONEN

Sei V = T1 ⊕i T2.
1. πi : T1⊕T2 → Ti, T1 +T2 7→ Ti für i ∈ 2 ist eine surjektive lineare Abbildung (Epi.), welche

man Projektion auf Ti bezüglich der Zerlegung V = T1 ⊕ T2 nennt.
Es gilt: Kernπ1 = T2 und Kernπ2 = T1

2. ιi : Ti → V, Ti 7→ Ti ist eine injektive lineare Abbildung.
Es gilt: Bild ιi = Ti für i ∈ 2

Man beachte: π2 ◦ ι1 : T1 → T2 und ι2 ◦ π1 : T2 → T1 sind Nullabbildungen.
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Übung 7.1:

(i) T1 ⊕a T2 ∼= T1 ⊕i T2
(ii) V = Bild(ι1)⊕i Bild(ι2) und Bild(ιi) ∼= Ti

wenn ιi : Ti → T1 ⊕a T2, t 7→
{

(t, 0) für i = 1

(0, t) für i = 2
die Einbettung von Ti in T1 ⊕a T2.

(iii) (T1 ⊕ T2) /T2 ∼= T1

Satz 2.3.14: KERNOPERATION

(Verallgemeinerung von Beispiel 2.2.8)
Sei ϕ : V → W Homomorphismus. Die nicht-leeren Fasern von ϕ sind gleichzeitig die Bahnen der
Operation von Kernϕ auf V per Addition

Kern(ϕ)→ V, (X,Y ) 7→ X + V

Definition 2.3.16: KONGRUENZ

Eine ÄR ∼ auf V heißt verträglich mit der VR-Struktur oder einfach linear oder Kongruenz, falls
∀X,X ′, Y, Y ′ ∈ V, a ∈ K : X ∼ X ′ ∧ Y ∼ Y ′ ⇒ aX + Y ∼ aX ′ + Y ′

Übung 7.2:

Sei ϕ : V → W Homomorphismus.
(i) ϕ injektiv⇔ Kernϕ = {0}
(ii) ∼ϕ, die Bildgleichheit, ist eine Kongruenz.
(iii) Ist U ≤ V ein TR von V , so ist∼U auf V mitX ∼U Y :⇔ X − Y ∈ U eine Kongruenz.

Lemma 2.3.18: KONGRUENZKLASSEN

Ist∼ eine Kongruenz auf V , so gilt:
1. Die Kongruenzklasse [0] des Nullelements ist ein TR [0] := U ≤ V
2. ∼=∼U

3. ∼U =∼U (← die Gruppenoperation) d.h. die Kongruenz nachU stimmtmit der ÄR∼U überein,
die durch die Operation von U auf V durch Addition induziert wird.

4. Die Kongruenzklasse [X] mitX ∈ V ist gegeben durch

U +X = {U +X | U ∈ U} = {X + U | U ∈ U} = X + U

also durch die Bahn vonX unter der obigen Operation von U auf V !

−−−→
2.3.19

Ist ϕ : V → W linear, ist∼ϕ =∼Kernϕ =∼Kernϕ
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Satz 2.3.20: FAKTORRÄUME

Sei U ≤ V und∼U die zugehörige Kongruenz.
DieMengeV/∼U= V/∼U der Kongruenzklassen (bzw. der Bahnen vonU ) wirdmit V/U „V modulo
U “ bezeichnet. Die Elemente von V/U heißen (auch) Restklassen nach U . Es gilt:

1. V/U mit wohldef. Addition (X + U) + (Y + U) := (X + Y ) + U ∀X,Y ∈ V und Mul-
tiplikation a (X + U) := aX + U ∀X ∈ V, a ∈ K ist ein K-VR, genannt Faktorraum,
Quotientenraum oder Restklassenraum.

2. Die Abbildung ν : V → V/U , X 7→ X + U ist der natürliche Epimorphismus von V auf
V/U . Es gilt: Kern ν = U
Jeder Teilraum eines Vektorraums ist Kern eines geeigneten Homomorphismus.

VR V ϕ : V → W T ≤ W V ⊕W Hom (V,W) V/∼

Menge M f : M → N S ⊆M M ×N undM ∪N NM M/∼

Satz 2.3.21: HOMORPHIESATZ („LIEBLINGSSATZ“)

Sei ϕ : V → W ein Homomorphismus.
Dann faktorisiert ϕ in die Komposition des natürlichen Epimorphismus ν = νϕ : V → V/Kernϕ
und des Monomorphismus

ϕ : V/Kernϕ→W, X + Kernϕ 7→ ϕ (X)

also ϕ = ϕ ◦ ν , d.h. das Diagramm
V W

V/Kernϕ

ϕ

ν
ϕ

kommutiert.

Folgerung aus Homomorphiesatz:

Der Monomorphismus ϕ induziert einen Isomorphismus ϕ : V/Kernϕ →̃ Bildϕ. Also:

ϕ : V → W linear⇒ V/Kernϕ ∼= Bildϕ

{0}

Kernϕ

V

{0}

Bildϕ

W

V/Kernϕ Bildϕ∼= „je größer der Kern, desto kleiner das Bild“

Beispiel 2.3.22: HOMOMORPHIESATZ IM LGLS

Sei A ∈ Km×n mit ϕ := Ã.
Dann sagt der Homomorphiesatz:

1. Diejenigen b ∈ Km×1, für die ϕ (x) = Ax = b lösbar, bilden TR Bildϕ ≤ Kn×1.
2. Bildϕ ∼= Kn×1/Kernϕ

3. Die Lösungsmenge von Ax = b für ein b ∈ Bildϕ ist eine Restklasse nach Kernϕ und wird
unter Isomorphismusϕ auf b abgebildet. Insbesondere bildet die Gesamtheit aller nicht-leeren
Fasern für variierendes b ∈ Bildϕ einen Vektorraum, den Faktorraum nach Kernϕ.

4. Je größer der Kern von ϕ, desto weniger rechte Seiten b gibt es, für die das GLS lösbar ist.
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Beispiel 2.3.23: HOMOMORPHIESATZ IN DIREKTEN SUMMEN

(siehe Übung 7.1.iii)
Insbesondere ist T1 eine Transversale von π1 : T1 ⊕ T2 � T1, d.h. ein Vertretersystem der Rest-
klassen von T1 ⊕ T2 nach T2.

Satz 2.3.24: FAKTORISIERUNG VON HOMOMORPHISMEN ÜBER SPALTEN

SeiA ∈ Km×n. Ã kann in eine surjektive lineare Abbildung G̃mitG ∈ Kr×n mit r ∈ Z≥0 und eine
injektive lineare Abbildung B̃ mitB ∈ Km×r faktorisiert werden: Ã = B̃ ◦ G̃ oder A = BG

Kn×1 Km×1

Kr×1

Ã

G̃
B̃

→ Algorithmus dazu: WähleG als die Matrix, die aus der strikten Stufenform ohne Nullzeilen (streichen!) aus
A hervorgeht. Die Zeilenzahl vonG sei also r. Seien S (i) := Sti (G) die Stufenindizes vonG.
DefiniereB ∈ Km×r dadurch, dass die j-te Spalte vonB gleich derS (j)-ten Spalte vonA ist (B−,j = A−,S(j)).

Beispiel 2.3.25: FAKTORISIERUNG VON HOMOMORPHISMEN ÜBER SPALTEN(
1 2 3 4 5
5 4 3 2 1
6 6 6 6 6

)
=

(
1 2
5 4
6 6

)(
1 0 −1 −2 −3
0 1 2 3 4

)
↓

strikte Stufenform vonA: 1. Spalte, 2. Spalte haben die Stufen. Nimm also 1. und 2. vonA fürB.(
1 · −1 −2 −3
· 1 2 3 4
· · · · ·

)
→ Nullzeilen löschen→ G

Hilfreich, da Kern Ã = Kern G̃ (leichter bestimmbar).
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2.4 Polynomringe

Definition 2.4.1: POTENZREIHENRING

1. Auf demK-VRKZ≥0 definieren wir eine kommutative Multiplikation:

(a0, a1, a2, a3, . . . ) · (b0, b1, b2, b3, . . . ) = (c0, c1, c2, c3, . . . )

c0 = a0b0
c1 = a0b1 + a1b0
c2 = a0b2 + a1b1 + a2b0

...
cn := a0bn + a1bn−1 + · · ·+ anb0

⇒ (KN0 ,+, ·) (wobei · die gerade definierte Multiplikation, N0 := Z≥0) zusammen mit der
K-VR-Struktur von KN0 wird mit K [[x]] bezeichnet, dem (formalen) Potenzreihenring über
K in der Unbestimmten x := (0, 1, 0, 0, . . . ).

Statt (a0, a1, a2, a3, . . . ) schreibt man auch
∞∑
i=0

aix
i.

2. Eine Potenzreihe a = (a0, a1, a2, . . . ) ∈ K [[x]] heißt Polynom, falls ein n ∈ Z≥0 existiert mit
ai = 0 ∀i > n. Für a 6= 0 heißt das kleinste derartige n dann der Grad von a. Wir setzen für
die Nullfolge Grad (0) := −∞.
Die Menge aller Polynome ist ein Teilraum vonK [[x]] mit in sich abgeschlossener Multiplika-
tion, man nennt dies den PolynomringK [x].

Bemerkung 2.4.2: MULTIPLIKATION MIT UNBESTIMMTEN

Es gilt: x · (a0, a1, a2, . . . ) = (0, a0, a1, a2, . . . ).
Multiplikation mit x ist linear und injektiv.

Übung 8.1:

(i) Für a ∈ K [[x]] ist µa : K [[x]]→ K [[x]] , b 7→ ab linear.
µa ist injektiv⇔ a 6= 0.
Insbesondere gilt damit das Distributivgesetz inK [[x]].

(ii) Für a, b ∈ K [[x]] gilt die Gradformel: Grad (ab) = Grad a+ Grad b

Beispiel 2.4.3: SCHRIFTLICHE MULTIPLIKATION OHNE ÜBERTRAG

InQ [x] berechnen wir abmit a := (1, 2, 0, 1, 0, 0, . . . ) und b := (4, 3, 2, 1, 0, 0, . . . ):
1 · b 4 3 2 1 0 0

+2x · b 8 6 4 2 0 0
+0x2 · b 0 0 0 0 0
+1x3 · b 4 3 2 1

ab = 4 11 8 9 5 2 1
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Bemerkung 2.4.4:

1. 1 := (1, 0, 0, . . . ) ∈ K [x] ⊂ K [[x]] ist das multiplikative Neutralelement.
3. Es gilt xixj = xi+j

4. Sei a ∈ K [x] ein Polynom vomGradn, dann gilt a = a0+a1x+a2x
2+. . . anx

n. Insbesondere
liefert dies eine Identifikation vonK mit
K [x]Grad≤0 = {a ∈ K [x] | Grad a ≤ 0} = {0} ∪ {a ∈ K [x] | Grad a = 0}

5. K [x]Grad<n := {a ∈ K [x] | Grad a < n} ist ein TR vonK [x].

Definition 2.4.5: ALGEBRA ÜBER EINEM KÖRPER

1. Sei R ein Ring mit eins, der gleichzeitig einK-VR ist. Man nennt R dann eine assoziativeK-
Algebra mit Eins, oder kürzerK-Algebra, falls gilt:

k (ab) = (ka) b = a (kb) ∀k ∈ K, a, b ∈ R

2. Ist S eine weitere K-Algebra mit Eins, so heißt die Abbildung ϕ : R → S K-Algebren-
Homomorphismus, falls

• ϕ istK-linear.
• ϕ (ab) = ϕ (a)ϕ (b) ∀a, b ∈ R
• ϕ (1R) = 1S

ZweiK-AlgebrenR,S sind Algebra-isomorph, falls esK-Algebren-Homomorphismen f : R→ S, g : S → R
gibt mit g ◦ f = idR und f ◦ g = idS .

Satz 2.4.6: POLYNOM-ALGEBRA

1. K [x] ist eine kommutativeK-Algebra.
2. Seien a, b ∈ K [x] \ {0} Polynome. Dann existieren eindeutig bestimmte Polynome

q, r ∈ K [x] mit Div. mit Rest−−−−−−→ a = qb+ r mit Grad r < Grad b (Polynomdivision).

Folgerung 2.4.9: POLYNOMRESTKLASSEN

Sei p ∈ K [x] \ {0} vom Grad n.
Dann gilt: Die Vielfachen p bilden einen TR pK [x] ≤ K [x] undK [x] = K [x]Grad<n ⊕i pK [x].
Insbesondere hat der FaktorraumK [x] /pK [x] den TRK [x]Grad<n als Vertretersystem der Rest-
klassen = Kongruenzklassen = Bahnen (nach Homomorphiesatz istK [x] /pK [x] ∼= K [x]Grad<n

und Vertreter durch Polynomdivision).
Für die Kongruenz a ∼pK[x] b schreibt man oft a ≡ b mod p.

Analog Z, es gibt auch Analogon zu Primzahlen:
irreduzible Polynome, die nicht als Produkt von zwei Polynomen echt kleineren Grades geschrieben werden
können, d.h. n := Grad (p) > 0 und p hat keine Teiler inK [x] vom Grad g mit 0 < g < n.
ggT, Euklidischer Algorithmus inklusive der Bézout-Identität existieren analog inK [x].
Es gibt auch analogQ einen QuotientenkörperK (x), den Körper der rationalen Funktionen,
wobeiK (x) := (K [x]× (K [x] \ {0})) /∼mit (p, q) ∼ (r, t) :⇔ pt = qr.

Bemerkung 2.4.10:

Die Multiplikation mit x induziert einen Endomorphismus vonK [x] /pK [x]:

xi + pK [x]
·x7→ xi+1 + pK [x]

xn−1 + pK [x]
·x7→ xn + pK [x] =

(
−a0 − a1x− · · · − an−1xn−1

)
+ pK [x]
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Satz 2.4.11:

Sei p ∈ K [x].
1. Durch vertreterweise Addition undMultiplikation istK [x] eineK-Algebramit 1 := 1+pK [x].
2. Ist p ∈ K [x] irreduzibel, istK [x] /pK [x] ein Körper.

Beispiel 2.4.12: EINIGE POLYNOMRESTKLASSENKÖRPER

1. Neue Konstruktion vonC: InR [x] ist p := x2 + 1 irreduzibel. Bezeichne die Restklasse von x
mit x := x+ (x2 + 1)R [x]. Dann gilt, dass x2 = −1.
Die Elemente von R/ (x2 + 1)R [x] sind gegeben durch a+ bxmit a, b ∈ R.

2. F4 := F2 [x] / (x2 + x+ 1)F2 [x] ist der 4-elementige Körper.
3. Q

[
3
√

2
]
:Q [x] / (x3 − 2)Q [x] ist Körper, x =: 3

√
2.

Bemerkung 2.4.13:

Sei A eine assoziativeK-Algebra, z.B. A = K oder A = Kn×n.
1. Für a ∈ A ist xi 7→ ai der Einsetzungshomomorphismus εa : K [x] → A, p (x) 7→ p (a)

einK-Algebren-Homomorphismus.
2. Ein Element a ∈ A heißt Wurzel („Nullstelle“) von p, falls p (a) = 0, also εa (p) = 0.
3. Für a ∈ K ist p (a) der Rest der Division von p mod (x− a).
4. Für a ∈ K ist Kern (εa) = (x− a)K [x].
5. Ein Polynom vom Grad n hat höchstens n verschiedene Wurzeln.
6. Eine Abbildung f ∈ KK heißt Polynomfunktion, falls ∃p ∈ K [x] : ∀a ∈ K : f (a) = p (a)

In diesem Fall schreibt man f := fp. Es ist ε : K [x] → KK , p 7→ fp: K → K, a 7→ p (a)
einK-Algebren-Homomorphismus. Sein Bild bezeichnet man mit PolFu (K).
ε ist injektiv⇔ |K| =∞. Dann ist ihre Korestriktion ε′ : K [x]→ PolFu (K) ein Iso.
ε ist surjektiv⇔ |K| <∞ (es ist |KK | = |K||K|, |K [x]| =∞).

t4 + t2 + t+ 6 = ? mod (t2 − 3) Einfache Lösung: Man kann jetzt annehmen, dass t2 = 3, einsetzen.

Übung 8.2:

Sei p ∈ K [x].
(i) siehe 2.4.13.3.
(ii) Für Grad p ∈ {2, 3} ist p irreduzibel⇔ p hat keine Wurzeln inK.

Übung 8.4: LAGRANGE-INTERPOLATION

Seien a1, . . . , an ∈ K beliebige Elemente und s1, . . . , sn ∈ K paarweise verschieden.
Dann ∃ eindeutig p ∈ K [x]Grad<n : ∀i ∈ n : p (si) = ai, nämlich p (x) :=

n∑
i=1

∏
j∈n\{i}

x−sj
si−sj

Definition 2.4.14: ALGEBRAISCHE ABGESCHLOSSENHEIT

Ein Körper K heißt algebraisch abgeschlossen, falls jedes nicht-konstante Polynom über K eine
Wurzel inK hat, d.h. falls jedes Polynom in Linearfaktoren zerfällt.
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Satz 2.4.15: SOGENANNTER „FUNDAMENTALSATZ“ DER ALGEBRA

C ist algebraisch abgeschlossen.

3 Struktur endlich erzeugter VRe
Ist V einK-VR mit T1, T2 ≤ V , gilt: T1 ∪ T2 ≤ V ⇔ T1 = T2.
SeiM eine Menge von TeilräumenW ≤ V . Dann gilt:

⋂
W∈M

W ≤ V .

Definition 3.1.4: ERZEUGNIS

Sei V einK-VR mitM ⊂ V eine Teilmenge.
1. Das Erzeugnis (Vekrorraumerzeugnis) 〈M〉 vonM ist der Durchschnitt aller Teilräume von V ,

dieM enthalten. 〈M〉 :=
⋂

M⊂W≤V
und somit der kleinste TR von V , derM enthält.

2. Eine Linearkombination von Elementen aus M ist ein Vektor V ∈ V , für den ein n ∈ N mit
a ∈ Kn, X ∈Mn existiert mit V = a1X1 + · · ·+ anXn.
IstM = ∅, so ist der Nullvektor 0 ∈ V die einzige Linearkombination aus Vektoren inM .
Die Menge aller Linearkombinationen von M bezeichnen wir mit
LK (M) := {

∑n

i=1 aiXi | n ∈ Z≥0, X ∈Mn, a ∈ Kn}

Satz 3.1.5:

Sei V einK-Vektorraum undM ⊂ V , dann gilt: 〈M〉 = LK (M)

Definition 3.1.7: VEKTORRAUM-SUMME

Seien T1, T2 ≤ V . Dann definiert man (als Ersatz für Vereinigung) die Summe der beiden TRe:
T1 + T2 := 〈T1 ∪ T2〉 =: 〈T1, T2〉

Bemerkung 3.1.8: VEKTORRAUM-SUMME UND IHRE VERWANDSCHAFT

Seien T1, T2 ≤ V .
1. T1 + T2 = {X1 +X2 | X1 ∈ T1, X2 ∈ T2}
2. ϕ : T1 ⊕a T2 → V, (X1, X2) 7→ X1 + X2 ist eine lineare Abbildung mit Bildϕ = T1 + T2

und Kernϕ = {(T,−T ) | T ∈ T1 ∩ T2}.
Insbesondere gilt T1 + T2 = T1 ⊕i T2 ⇔ T1 ∩ T2 = {0}.

3. IstM = {X} ⊂ V , dann ist 〈X〉 := 〈M〉 = {aX | a ∈ K}.

Es gilt: {(T,−T ) | T ∈ T1 ∩ T2} ∼=
abstrakt

T1 ∩ T2
T1 ∩ T2 ↪→ T1 ⊕a T2 � T1 + T2

vgl.:N1 ∩N2 ↪→ N1 tN2 � N1 ∪N2

T1 ⊕a T2
T1 + T2 T1 ∩ T2 ∼=

„wenn T1 ∩ T2 = {0}, ist T1 + T2 = T1 ⊕a T2“

Definition 3.1.10: ERZEUGENDENSYSTEM

K-VR V heißt endlich erzeugt (e.e.), falls eine endliche TeilmengeM ⊆ V mit 〈M〉 = V existiert.
Jedes solcheM heißt Erzeugendensystem (EZS) von V .
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Bemerkung 3.1.11: ENDLICHES ERZEUGEN MIT BEISPIELEN

1. V := Kn×1 ist endlich erzeugt, denn die Spalten ei = (In)−,i bilden ein Erzeugendensystem.

2. K [x] ist nicht endlich erzeugt, denn ∀ endliche Teilmenge ist Grad der Polynome beschränkt.
3. Ist ϕ : V → W ein Homomorphismus und M ein Erzeugendensystem, von V , dann ist
ϕ (M) = {ϕ (m) | m ∈M} ein Erzeugendensystem von Bildϕ ⊆ W .
D.h. EZSe bilden unter Epimorphismen wieder auf EZSe ab.

4. Ist V e.e. und ϕ : V → W Epimorphismus⇒W e.e.
5. Sind V,W e.e.⇒ V ⊕aW e.e.

Definition 3.1.12: MINIMALES ERZEUGENDENSYSTEM

Sei V einK-VR, dann heißtM ⊆ V minimales Erzeugendensystem, falls
〈M〉 = V und 〈M \ {X}〉 6= V ∀X ∈M (man darf keinen weglassen).

Definition 3.2.2: LINEARE UNABHÄNGIGKEIT

Sei V einK-VR undX ∈ Vn. Folgende Aussagen sind äquivalent:
0. X heißt linear unabhängig.
1. a1X1 + . . . anXn = 0⇒ a1 = · · · = an = 0 für a ∈ Kn.
2. Der LinearkombinationshomomorphismusλX ist einMonomorphismus, alsoKernλX = {0}.
3. ∀Y ∈ 〈X〉 : ∃ eindeutiges a ∈ Kn : Y = a1X1 + a2X2 + · · ·+ anXn.

Eine endliche Menge heißt linear unabhängig, wenn das Tupel aus allen Mengenelementen linear unabhängig
ist. Eine unendliche Menge heißt linear unabhängig, falls jede endliche Teilmenge linear unabhängig ist.

Bemerkung 3.2.3:

Sei X ∈ Vn, ϕ : V → W linear und ϕ ◦ X = (ϕ (X1) , . . . , ϕ (Xn)) ∈ Wn linear unabhängig
⇒ X linear unabhängig.

Übung 9.1:

Sei V einK-VR undM ⊆ N ⊆ V .
(i) M Erzeugendensystem von V ⇒ N Erzeugendensystem von V
(ii) N linear unabhängig⇒M linear unabhängig

Satz 3.2.6: BASIS

Sei V einK-VR undX ∈ Vn. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:
1. X ist ein minimales EZS von V .
2. X ist maximal linear unabhängig in V .
3. X ist ein linear unabhängiges EZS.
4. λX : Kn → V ist der Linearkombinationsisomorphismus.
5. X heißt Basis von V (Definition).

−−→
3.2.7

SeiX eine Basis von V .
λ−1X = κtr

X : V → Kn, a1X1+· · ·+anXn 7→ (a1, . . . , an) heißt Zeilenkoordinatenabbildung bezüglich
der BasisX . Analog: κX (V ) ∈ Kn×1 ist die Koordinatenspalte von V ∈ V .
Damit ist V ∼= Kn×1!
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Merke :

B ∈ Vn ist eine Basis von V ⇔ V ∈ V ist eine eindeutige Linearkombination der Vektoren vonB.
• Existenz von Linearkombinationen:B ist EZS.
• Eindeutigkeit von Linearkombinationen:B ist linear unabhängig.

Satz 3.3.1: STEINITZ’SCHER AUSTAUSCHSATZ

Sei V einK-VR undX ∈ Vn ein EZS von V , und sei Y ∈ Vs linear unabhängig.
Dann gilt: s ≤ n und nach geeigneter Umordnung derXis ist (Y1, . . . , Ys, Xs+1, . . . , Xn) ein EZS
von V .

−−→
3.3.2

Sei V ein e.e.K-VR.
Dann ∃ eindeutiges n ∈ Z≥0, sodass jede Basis vonV aus genau n Vektoren besteht. Nenne n =: DimV
die Dimension von V . Ist V nicht e.e., so setzen wir DimV =∞. DimKM = |M | für bel. MengenM .

Bemerkung 3.3.4:

Sei ϕ : V → W einK-VR-Homomorphismus.
2. Ist 〈Y1, . . . , Ym〉 = V , so ist 〈ϕ (Y1) , . . . , ϕ (Ym)〉 = Bildϕ ≤ W .
3. Ist ϕ Isomorphismus, so bildet ϕ Basen von V auf Basen vonW ab.

Insbesondere gilt DimV = DimW .

→ Folgerung 3.3.5:

Sei V ein e.e.K-VR.
1. Basisergänzungssatz: Ist X ∈ Vs linear unabhängig, kann man X zu einer Basis von V er-

gänzen, denn s ≤ DimV .
2. Ist T ≤ V , so ist Dim T ≤ DimV , und DimT = DimV ⇔ T = V .
3. Ist T ≤ V mit X ∈ T m Basis von T und (X1, . . . , Xm, Y1, . . . , Yk) Basis von V , so ist

(Y1 + T , . . . , Yk + T ) eine Basis vonV/T . Insbesondere ist Dim (V/T ) = DimV−Dim T .

Also Dimensionssatz für Unterräume: DimV = Dim T + Dim (V/T )

Übung 10.2:

Sei V einK-VR, U ≤ V mit Basis B bestehend aus den Elementen vonB ⊆ U , und sei C ⊆ V .
Dann bilden die Elemente von {c+ U | c ∈ C} eine Basis von V/U
⇔ B ∩ C = ∅ und die Elemente vonB ∪ C bilden Basis von V .

→ Folgerung 3.3.6/7/8: DIMENSIONSSÄTZE

Sei V e.e., α : V → W ein Homomorphismus. Dann gilt: Dim (Bildα) + Dim (Kernα) = DimV
Seien V1,V2 e.e.K-VRe. Nach Übung 10.1 gilt: Dim (V1 ⊕a V2) = DimV1 + DimV2
Seien T1, T2 ≤ V (e.e.). Dann gilt: Dim (T1 + T2) + Dim (T1 ∩ T2) = Dim T1 + Dim T2.

Satz 3.3.11: UNENDLICHE BASEN

Sei V einK-VR,X ⊆ V .
(a) X heißt EZS von V , falls ∀V ∈ V endliche Linearkombination der Elemente vonX ist.
(b) X heißt linear unabhängig, falls alle endlichen Teilmengen vonX linear unabhängig sind.

© study.woalk.de
22

https://study.woalk.de


4 Konstruktive Aspekte LA1 | Barakat | Universität Siegen

4 Konstruktive Aspekte

Satz 4.1.1:

Seien V,W zweiK-VRe undX ∈ Vn, Y ∈ Wn.
1. IstX ein EZS von V , so gibt es höchstens eine lineare Abbildung ϕ : V → W mit ϕ ◦X = Y .
2. IstX linear unabhängig und V e.e., so gibt es mindestens eine lineare Abbildung ϕ.
3. IstX Basis von V , gibt es genau eine lineare Abbildung ϕ.

Bemerkung 4.1.4: INDUZIERTER HOMOMORPHISMUS

·̃ : Km×n → Hom (Kn×1,Km×1) , A 7→ Ã ist ein Isomorphismus.

Definition 4.1.5: KOORDINATENABBILDUNG

Sei V ein n-dimensionalerK-VR mit BasisB ∈ Vn. Dann heißt der Isomorphismus

κB : V → Kn×1, X = a1B1 + · · ·+ anBn 7→

a1...
an


die Spalten-Koordinatenabbildung.

Satz 4.1.7: ABBILDUNGSMATRIX

Sei V einK-VR mit BasisB ∈ Vn undW einK-VR mit Basis C ∈ Wm. Dann gilt:
1. Die Abbildung CΛB : Km×n → Hom (V,W) , A 7→ κ−1C ◦ Ã ◦ κB ist ein Isomorphismus.
2. Sei die Umkehrabbildung CΛB

−1 : Hom (V,W) → Km×n, ϕ 7→ CϕB Man nennt BϕC die
Matrix von ϕ bezüglich der BasenB und C.
Per Definition gilt ϕ = κ−1C ◦ C̃ϕB ◦ κB .

Damit kommutiert das Diagramm:
V W

Kn×1 Km×1

ϕ

κB κC

C̃ϕB

3. Insbesondere gilt für V ∈ V : C (ϕ) = CϕB · BV
In der i-ten Spalte von CϕB steht die Koordinatenspalte von ϕ (Bi) bezüglich der Basis C.

Satz 4.1.9: VERKETTUNG VON ABBILDUNGSMATRIZEN

Seien ϕ : V → W und ψ :W → U K-lineare Abbildungen,
die VRe haben die BasenB ∈ Vn, C ∈ Wm, D ∈ Up.
Dann gilt: D (ψ ◦ ϕ) B = DψC · CϕB

Folgerung 4.1.10: BASISWECHSEL

1. Sind B und B′ Basen von V , so heißt BidV
B′ die Basiswechselmatrix bzw. die Matrix der

Basistransformation, und es gilt B′ idVB =
(
BidV

B′
)−1

.

2. SindC,C ′ ∈ Wn Basen vonW und ist ϕ : V → W linear, so gilt C′ϕB′ = C′ idV
CCϕBBidV

B′
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Definition 4.2.1: ZEILEN- UND SPALTENRÄUME

Sei A ∈ Km×n, V einK-VR.
1. Es bezeichnet TR (V) := {T | T ≤ V} die Menge aller Teilräume von V .
2. Z (A) := 〈A1,−, A2,−, . . . , Am,−〉 ≤ K1×n heißt Zeilenraum von A und seine Dimension ist

der Zeilenrang von A.
3. S (A) := 〈A−,1, A−,2, . . . , A−,n〉 ≤ Km×1 heißt Spaltenraum vonA und seine Dimension ist

der Spaltenrang von A. Es ist S (A) = Bild Ã.

Bemerkung 4.2.2/3: RANG

Sei A ∈ Km×n, g ∈ GLm (K) , h ∈ GLn (K).
1. Dann haben A und gA denselben Zeilenraum und somit auch den selben Zeilenrang. Insbe-

sondere produziert der Gauß’sche Algorithmus eine Basis des Zeilenraums.
3. A und Ah haben denselben Spaltenraum und somit denselben Spaltenrang.
⇒ Zeilanrang = Spaltenrang =: Rang (A).
RangA = Anzahl nicht-Nullzeilen in der strikten Stufenform von A (Gauß).

−−→
4.2.5

Für A ∈ Km×n ist Kern Ã = L (Ax = b) mit DimL = n− RangA. Es ist RangA = Dim
(

Bild Ã
)
.

Satz 4.2.6: ZEILENRAUM UND GL

1. GLm (K) operiert aufKm×n durch Linksmultiplikation.
2. Der Zeilenraum Z : Km×n → TR (K1×n) ist eine trennende Invariante dieser Operation.
3. Jede Bahn enthält genau eine Matrix in Stufengestalt.

−−→
4.2.7

Jeder k-dimensionale TR von K1×n mit k > 0 hat eine eindeutige Standardbasis (Z1, . . . , Zk), die da-

durch ausgezeichnet ist, dass die Matrix Z ∈ Kk×n mit Zi,− = Zi in strikter Stufenform ist.

Definition 4.2.9: RANG VON HOMOMORPHISMEN

Sei ϕ : V → W einK-VR-Homomorphismus. Definiere Rang (ϕ) := Dim (Bildϕ).

−−−→
4.2.10

Seien ϕ : V → W ,B Basis von V , C Basis vonW .
⇒ Rang (ϕ) = Rang (CϕB) =

Übung 11.3
RangB,C (ϕ) := Rang (κC ◦ ϕ ◦ λB) = Dim (Bildϕ)
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→ Folgerung 4.2.11: „OFFENBARUNG“

Sei ϕ : V → W eine lineare Abbildung von endlich-dimensionalen K-VRen. Dann existiert eine
BasisB von V und eine Basis C vonW derart, dass die Abbildungsmatrix CϕB folgende einfache
Gestalt annimmt:

CϕB =



1 0 · · · 0

0
. . . 0 · · ·

... . . . . . . ...
0 · · · 0 1 · · · 0
0 · · · 0 0
...

...


mit genau Rangϕ Einsen auf der Diagonalen.
Dann ist ϕ (Bi) = Ci für i ∈ Rangϕ und ϕ (Bi) = 0 für Rangϕ < i < DimV .

Starte mit zwei beliebigen BasenB′ ∈ Vn, C ′ ∈ Wm. Berechne C′ϕB′ und bringe sie mit Hilfe des
(Zeilen-)Gauß-Algorithmus auf strikte Stufenform und mit Hilfe des völlig analogen Spalten-Gauß
schließlich auf die gewünschte Form, wir nennen sie A.
Durch die Buchführung bei den Gauß-Algorithmen bestimmen wir also Matrizen g ∈ GLn (K) und
h ∈ GLm (K) mit g

(
C′ϕB

′
)
h = A. Nun interpretiere h als BidB

′

V und g als C′ idCW und leite daraus
B und C ab.

→ Folgerung 4.2.12: RANG UND GL

Die Gruppe GLm (K)×GLn (K) operiert aufKm×n durch

(GLm (K)×GLn (K))×Km×n → Km×n, ((g, h) ,M) 7→ gMh−1

Matrizen in der gleichen Bahn heißen äquivalent. (Nach Folgerung 4.2.11:)
Der Rang Rang : Km×1 → Z≥0, M 7→ RangM ist eine trennende Invariante dieser Operation.

5 Endomorphismen

Definition 5.1.1: ENDOMORPHISMENRING

Sei V ein K-VR. Dann heißt End (V) := Hom (V,V) zusammen mit der Addition und Komposi-
tion von linearen Abbildungen der Endomorphismenring von V . Dieser ist eine K-Algebra, die für
DimV > 1 nicht kommutativ ist. Es bildet End (V)

×
=: GL (V).

Bemerkung 5.1.2: ENDO-ABBILDUNGSMATRIX

SeiB ∈ Vn eine Basis von V . Dann ist End (V)→ Kn×n, ϕ 7→ BϕB

ein Isomorphismus undK-Algebren-Homomorphismus.

Bemerkung 5.1.3: ÄHNLICHKEIT

1. α ∈ End (V) , B,B′ ∈ Vn Basen.
B′αB

′
=
(
BidB

′

V

)−1
· BαB · BidB

′

V = B′ idBV · BαB ·
(
B′ idBV

)−1
2. GLn (K) operiert aufKn×n durch GLn (K)×Kn×n → Kn×n, (g,A) 7→ gAg−1.

Matrizen in der gleichen Bahn heißen ähnlich.
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Definition 5.1.4: SPUR

Für A ∈ Kn×n heißt Spur (A) :=
n∑
i=1

Ai,i die Spur der Matrix A (Summe der Diagonaleinträge).

Sei V endlich-dimensionaler K-VR. Für α ∈ End (V) definiert man die Spur von α durch
Spur (α) := Spur (BαB) für eine beliebige BasisB (wohldefiniert unabhängig der Basis).

Bemerkung 5.1.5: SPUR-IDENTITÄTEN

1. Für A ∈ Km×n undB ∈ Kn×m gilt: Spur (AB) = Spur (BA) =
∑

i,j Ai,jBj,i

2. Für A ∈ Kn×n und g ∈ GLn (K) gilt: Spur (gAg−1) = Spur (A) (folgt aus 1.)

5.2 Das Minimalpolynom

Beispiel 5.2.1: EINSETZUNGSHOMOMORPHISMEN

1. Für A ∈ Kn×n, p = p (x) = a0x
0 + a1x+ · · ·+ adx

d ∈ K [x] sei:
p (A) := a0In + a1A+ · · ·+ adA

d ∈ Kn×n.
Es heißt εA : K [x]→ Kn×n, p 7→ p (A) der Einsetzungshomomorphismus der Matrix A.

2. Für α ∈ End (V) und p ∈ K [x] sei: p (α) := a0idV + a1α+ · · ·+ adα
d ∈ End (V).

Es heißt εα : K [x]→ End (V) , p 7→ p (α) der Einsetungshomomorphismus des Endo. α.

Übung 12.1.i: Für g ∈ GLn (K) , p ∈ K [x] gilt: p (g−1Ag) = g−1p (A) g

Lemma 5.2.2: MINIMALPOLYNOME

1. Sei A ∈ Kn×n, so gibt es ein normiertes Polynom µA ∈ K [x] mit Kern (εA) = µAK [X].
Dieses Polynom heißt das Minimalpolynom („MinPoly“) von A.

2. Ist V ein endlich-dimensionaler K-VR und α ∈ End (V), so gibt es genau ein normiertes
Polynom µα ∈ K [x] mit Kern (εα) = µαK [x]. Dieses heißt das Minimalpolynom von α.

Das Minimalpolynom ist invariant unter Transponieren, d.h. µA = µAtr .

Bemerkung 5.2.3:

1. Der Grad des MinPolys von A ist das kleinste s ∈ N mit (In, A, . . . , A
s) linear abhängig.

Insbesondere ist µA wohldefiniert.
2. Das MinPoly, genauer µ : Kn×n → K [x] , A 7→ µA, ist eine Invariante der Ähnlichkeits-

klassen vonKn×n, also ähnliche Matrizen haben das gleiche MinPoly (nach Übung 12.1.ii).
3. Sei α ∈ End (V) , B ∈ Vn eine Basis von V und A := BαB ∈ Kn×n. Dann gilt µα = µA.
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Beispiel 5.2.4: EINIGE MINPOLY

1. µ0 = x ∈ K [x] für 0 ∈ Kn×n sowie 0 ∈ End (V).
2. µIn = µidV = x− 1

4. Sei V := 〈sin, cos〉 ≤ RR und ∂ ∈ End (V) der Ableitungsoperator.

∂ (sin) = sin′ = cos, ∂ (cos) = cos′ = − sin

Also ist µ∂ = x2 + 1⇒ 〈1, ∂〉 ≤ End (RR) ist eine neue Darstellung von C.
5. Im Allgemeinen gilt für A ∈ Kn×n:

Kn×n ≥ K [A] :=
〈
In, A, . . . , A

s−1〉 = Bild εA = K [x] /Kern (εA) = K [x] /µAK [x]

alsK-Algebra.

Fürα ∈ End (V) heißtU ≤ V α-invarianter TR vonV , wennα (U) ⊆ U (Einschränkung aufU abgeschlossen).

Lemma 5.2.5: TEILER DES MINPOLY

Sei α ∈ End (V) und U ≤ V ein α-invarianter TR von V . Dann definiert α zwei Abbildungen
β := α|U ∈ End (U) und
γ ∈ End (V/U) , γ (X + U) = α (X) + U .

Es gilt: kgV (µβ, µγ) | µα | µβµγ

Bemerkung 5.2.6: 5.2.5 FÜR MATRIZEN

A =

(
B ∗
0 C

)
∈ Kn×n mit quadratischen MatrizenB,C.

Dann gilt: kgV (µB, µC) | µA | µBµC und DαD =

(
B ∗
0 C

)
bildet auf Faktorraum ab.

Wegen der Invarianz unter Transponieren gilt dies auch für
(
B 0
∗ C

)
.

Bemerkung 5.2.8: MINPOLY BEZÜGLICH EINES VEKTORS

Sei V ein e.e.K-VR, α ∈ End (V) , V ∈ V \ {0}.
Dann gibt es ein kleinstes k ≤ DimV , dass(

V, α (V ) , α2 (V ) , . . . , αk (V )
)
∈ Vk+1

linear abhängig ist und eine eindeutige Abhängigkeit (a0, a1, . . . , ak−1, 1) ∈ Kn+1 mit

a0V + a1α (V ) + · · ·+ ak−1α
k−1 (V ) + αk (V ) = 0

existiert.
Dann heißt µα,V (x) = a0 + a1x+ · · ·+ ak−1x

k−1 + xk das Minimalpolynom von α bzgl. V .
Der k-dimensionale TRW := K [α]V := {p (α) (V ) | p ∈ K [x]} =

〈
V, α (V ) , . . . , αk−1 (V )

〉
(Basis) ist invariant unter α, sprich α (W) ≤ W und µα,V (x) ist das MinPoly der Einschränkung
β := α|W :W →W, W 7→ α (W). Mit Lemma 5.2.5 gilt: µα,V | µα
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Bemerkung 5.2.9: BEGLEITMATRIX

Sei p = xd + ad−1x
d−1 + · · ·+ a0 ∈ K [x] ein normiertes Polynom vom Grad d. Die Multiplikation

mit x (bzw. x) induziert eine lineare Abbildung mp auf K [x] /pK [x], die bzgl. der Standardbasis
B :=

(
1, x, . . . , xd−1

)
∈ (K [x] /pK [x])

d mit x := x+ pK [x] (Restklasse von x) die Matrix

BmB
p =



0 0 · · · 0 −a0
1 0 −a1
0 1

...

0 0
. . . ...

...
... . . . 0

0 0 · · · 0 1 −ad−1


:= Mp ∈ Kd×d

hat. Diese heißt Begleitmatrix von p. Nach Bem. 5.2.8: µMp = µmp = p

Algorithmus 5.2.10: BERECHNUNG DES MINPOLY

GEGEBEN: α ∈ End (V) eines e.e.K-VRes V
GESUCHT: Das MinPoly µα
ALGORITHMUS:

1. Wähle V ′ ∈ V \ {0} (beliebig, oft z.B. erste Spalte von A wenn Ã = α oder ei, i ∈ DimV).
2. Bestimme das Minimalpolynom µα,V ′ (x) (aus Übung 12.3) folgendermaßen:

(a) Bestimme Bα (V ′) , Bα2 (V ′) , . . . bis (V ′, α (V ′) , . . . , αs (V ′)) linear abhängig.
(b) Bestimme die lineare Abhängigkeit 0 = αs (V ′)+as−1α

s−1 (V ′)+· · ·+a1α (V ′)+a0idV .
(c) Das MinPoly des Teilraums ist µα,V ′ = xs + as−1x

s−1 + · · ·+ a1x+ a0.
SetzeW := K [α]V ′ = 〈V ′, α (V ′) , . . . , αs−1 (V ′)〉 und µ := µα,V ′ .

3. SolangeW 6= V , wähle V ∈ V \W und bestimme µα,V wie oben.
Ersetze µ durch kgV (µ, µα,V ) =

µ·µα,V
ggT(µ, µα,V )

undW durchW +K [α]V = 〈W,K [α]V 〉.
FallsW 6= V , wiederhole Schritt 3.

4. SobaldW = V , gilt µα = µ.

In F2 findet man leicht lineare Unabhängigkeit→ Abhängigkeit, da jeder Vektor seine „private 1“ haben muss.
Es gilt, dass Gradµα ≤ DimV .

5.3 Eigenwerte, Eigenvektoren, Diagonalisierbarkeit

Definition 5.3.1: EIGENWERTE & EIGENVEKTOREN

Sei V einK-VR und α ∈ End (V).
1. a ∈ K heißt Eigenwert (EW) von α, falls ein V ∈ V \ {0} existiert mit α (V ) = aV .

Dann ist V Eigenvektor (EV) von α zum Eigenwert a.
Allgemein ist Eα (a) = E (a) := Kern (α− a · idV) der Eigenraum (ER) von α zum EW a.
Eine Zahl a ∈ K ist EW⇔ Eα (a) 6= {0}, also genau wenn a einen EV hat.

2. Eine Basis E von V aus Eigenvektoren von α heißt Eigenvektorbasis.
3. α ist diagonalisierbar (siehe später), falls eine Eigenvektorbasis von V bzgl. α existiert.
4. FürA ∈ Kn×n heißt ein VektorX ∈ Kn×1 \ {0} EV zum EW a ∈ K , fallsAX = aX gilt und
EA (a) = {X ∈ Kn×1 | AX = aX} der ER von A bzgl. a.
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Es gilt:

Sei A ∈ Kn×n.
1. Für g ∈ GLn (K) ist g−1Ag Diagonalmatrix⇔ Spalten von g Eigenvektorbasis von A bilden.

2. Ã ist genau dann diagonalisierbar, wenn ∃g ∈ GLn (K) : g−1Ag Diagonalmatrix.
3. Die Diagonalmatrix besteht aus den EWen auf der Diagonale, in der Reihenfolge, wie die EVen

in der Basis vorkommen.

Satz 5.3.3: EIGENWERTE UND MINPOLY

Sei α ∈ End (V) des e.e.K-VRes V .
a ∈ K ist EW von α⇔ µα (a) = 0, also a eine Wurzel des MinPolys µα ist.

Beispiel 5.3.5/6: PROJEKTIONEN

Eine Projektion ist eine Abbildung π ∈ End (V) mit π2 = π.
Sieht man von den Grenzfällen π = 0 ∈ End (V) und π = idV ab, ist µπ = x2 − x = x (x− 1).
Somit sind 0, 1 die EWe von π und V = Eπ (1)⊕Eπ (0) mitEπ (0) := Kern (π) = Bild (idV − π)
und Eπ (0) := Kern (π − idV) = Bild (π)

Insbesondere hat man eine Eigenvektorbasis E für π mit EπE =



1
. . .

1
0

. . .
0


∈ KDimV×DimV

mit DimEπ (1) Einsen und DimEπ (0) Nullen.

Bemerkung 5.3.7:

Sei V ein e.e.K-VR und α ∈ End (V).
1. Sei V ∈ V und µα das MinPoly von α bzgl. V . Sei B eine Ergänzung von(

V, α (V ) , . . . , αd−1 (V )
)
zu einer Basis von V . Dann gilt: BαB =

(
Mµα,V ∗

0 ∗

)
3. Es gibt immer ein V , sodass µα,V = µα.

Satz 5.3.8: MINPOLY UND SUMMENZERLEGUNG

Sei V ein e.e.K-VR, α ∈ End (V) mit MinPoly µα.
1. Ist µα = p1 (x) p2 (x) mit p1, p2 ∈ K [x] teilerfremd, von positivem Grad und normiert, also

ggT (p1, p2) = 1, dann gibt es eine α-invariante direkte Summenzerlegung V = T1 ⊕i T2,
sodass αi : Ti → Ti, T 7→ α (T ) Minimalpolynom pi für i ∈ 2 hat. Insbesondere hat BαB
Blockdiagonalgestalt für angepasste Basen von V (s.u.).

2. Ist µα =
∏
pi mit pi ∈ K [x] paarweise teilerfremd, so gibt es eine α-invariante direkte

Summenzerlegung V =
⊕d

i=1 Ti, sodass αi : Ti → Ti, T 7→ α (T ) MinPoly pi hat.
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Bemerkung 5.3.9:

V =
d⊕
i=1

Ti bedeutet, dass ∀X ∈ V eindeutig schreiben lässt alsX =
d∑
i=1

Xi mitXi ∈ Ti.

Folgende Aussagen sind äquivalent (aus Übung 9.5):

1. V =
⊕d

i=1 Ti
2. SindBi Basen von Ti mit i ∈ d, so ist

⋃d

i=1Bi eine Basis von V (eine solche Basis heißt eine
angepasste Basis bzgl. der Zerlegung).

3. V = 〈T1, . . . , Td〉 = T1 + · · ·+ Td =:
∑d

i=1 Ti, d.h. V wird durch alle Ti erzeugt (und es sind
auch alle notwendig), und für jedes j ∈ d gilt: Tj ∩

(∑
i 6=j Ti

)
= {0}

Folgerung 5.3.12: WURZELN UND DIAGONALISIERBARKEIT

Sei V ein e.e. K-VR und α ∈ End (V) mit MinPoly vom Grad d. ∃ Eigenvektorbasis von α (also
α diagonalisierbar), wenn das MinPoly genau d verschiedene Wurzeln hat: s1, . . . , sd, also muss
µα =

∏d

i=1 (x− si) die Gestalt vom MinPoly sein.

Beispiel 5.3.13: MINPOLY FÜR DREIECKSMATRIZEN

FürA =


a1 ∗

a2
. . .

0 an

 (obere Dreiecksmatrix) mit a1, a2, . . . , an paarweise verschieden ist

µA =
∏n

i=1 (x− ai) und A ist diagonalisierbar, also ähnlich zu Diag (a1, . . . , an).

Wegen der Invarianz unter Transponieren gilt dies auch fürA =


a1 0

a2
. . .

∗ an

 (untere Dreiecksmatrix).

5.4 Determinanten
Sei im Rest dieses Kapitels V einK-VR der Dimension n undB ∈ Vn eine Basis von V .

Definition 5.4.1: „WUNSCHLISTE“

Die (bzgl.B normierte) Determinante von V ist eine Abbildung

detB : Vn → K, (V1, . . . , Vn) 7→ det
B

(V1, . . . , Vn)

mit folgenden Eigenschaften:
1. detB ist multilinear (linear in jeder Komponente), d.h.

detB (X1, . . . , Xi−1, aXi + bX ′i, Xi+1, . . . , Xn)

= a detB (X1, . . . , Xi, . . . , Xn) + bdetB (X1, . . . , X
′
i, Xn) ∀X ∈ Vn, i ∈ n, X ′ ∈ Vn

2. detB ist alternierend, d.h. detB (X) = 0 ∀X ∈ Vn mit ∃i, j ∈ n, i 6= j : Xi = Xj .
3. detB ist normiert, d.h. detB (B) = 1.

Lemma 5.4.7:

IstX ∈ Vn und π ∈ Sn, so gilt: detB (X ◦ π) = detB (X) · sign π
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Satz 5.4.8: EINDEUTIGKEIT DER DETERMINANTE

Falls eine Determinante auf V mit Normierung bzgl. BasisB existiert, ist sie eindeutig bestimmt.
Beweis: Sie ist definiert fürX ∈ Vn durch detB (X) =

∑
π∈Sn

sign (π)
n∏
i=1

B (Xi)π(i)

Satz 5.4.9: EXISTENZ DER DETERMINANTE

Die angegebene Formel ist eine alternierende Multilinearform, die bzgl. BasisB normiert ist.

Satz 5.4.10: BASISWECHSEL DER DETERMINANTE

SindB,B′ ∈ Vn Basen von V , gilt: detB′ = (detB (B′))
−1

detB

Satz 5.4.11: LINEARITÄTEN DER DETERMINANTE

1. SeiX ∈ Vn, 1 ≤ k ≤ n und das Tupel Y : n→ V, i 7→
{
Xi i 6= 0

Xk + Z i = k

für Z ∈ 〈X1, . . . , Xk−1, Xk+1, . . . , Xn〉. Dann ist detB (X) = detB (Y ).
In Worten:Man kann andere Vektoren ausX zu einem Vektor ausX addieren, ohne die Deter-
minante zu ändern. (folgt aus Linearität)

2. X ∈ Vn ist genau dann linear abhängig, wenn detB (X) = 0.

Definition 5.4.12/13: DETERMINANTE EINER MATRIX

Sei A ∈ Kn×n. Dann setzt man det (A) := detE (A−,1, . . . , A−,n) mit E = (e1, . . . , en).
Es ist det (A) =

∑
π∈Sn sign (π)

∏n

i=1Aπ(i),i

Beispiel 5.4.13: EINFACHE DETERMINANTEN

2. det

((
a1 a2
b1 b2

))
= a1b2 − a2b1

3. det

((
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

))
= a1b2c3 + a3b1c2 + a2b3c1 − a1b3c2 − a3b2c1 − a2b1c3

Satz 5.4.15: EIGENSCHAFTEN VON MATRIXDETERMINANTEN

1. Für A ∈ Kn×n gilt det (A) = det (Atr).
2. Für A ∈ Kn×n gilt: A invertierbar⇔ det (A) 6= 0.
3. Für A1, A2 ∈ Kn×n gilt: det (A1 ·A2) = det (A1) det (A2)

4. Für A ∈ Kn×n und g ∈ GLn (K) ist det (g−1Ag) = det (A).
5. Sei α ∈ End (V), V e.e. mit B Basis von V . Dann setze det (α) := det (BαB), Spur (α) :=

Spur (BαB).

−−−→
5.4.16

Die Einschränkung von det auf GLn (K) bildet auf K∗ ab und ist ein Gruppenhomomorphismus mit
Kern (det) =: SLn (K), die speziellen linearen Abbildungen mit Determinante 1 („Volumenerhaltend“).
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Bemerkung 5.4.17: RECHENREGELN FÜR MATRIXDETERMINANTEN

Sei A ∈ Kn×n.
1. detA ändert sich nicht, wenn man ein Vielfaches einer Spalte (Satz 5.4.11.1) oder Zeile (Satz

5.4.15.1) zu einer anderen hinzuaddiert.

2. Es gilt: det



a1 ∗ · · · ∗
0 a2

. . . ...
... . . . . . . ∗
0 · · · 0 an


 = a1 · a2 · · · an

3. detA multipliziert sich mit (−1), wenn man zwei Spalten oder zwei Zeilen vertauscht, jedes
Mal (alternierend).

4. EntstehtA′ ausA durchMultiplikation einer Spalte oder Zeilemit a ∈ K , istdetA′ = a·detA.
Insbesondere ist det (aA) = an detA.

5. Zur Berechnung der Determinante bringtman siemit Hilfe desGauß-Algorithmus (Zeilen- oder
Spalten-Gauß) unter Beachtung von (3) und (4) in (einfache) Stufenform, dann benutze (2).

Für k + l = n, A1 ∈ Kk×k, A2 ∈ K l×l, A3 ∈ K l×k ist det

(
A1 0
A3 A2

)
= det (A1) det (A2).

Satz 5.4.19: LAPLACE’SCHER ENTWICKLUNGSSATZ NACH EINER SPALTE

Für A ∈ Kn×n, i, j ∈ n sei A(i,j) ∈ K(n−1)×(n−1) die Matrix, die aus A durch Streichen der i-ten
Zeile und j-ten Spalte entsteht, die gestürzte Matrix.
Dann gilt für k ∈ n : detA =

∑n

i=1Ai,k · (−1)
i+k

det
(
A(i,k)

)
.

Entwicklung nach einer Zeile ist analog.

Laplace + Gauß hat eine gute Laufzeit!

Satz 5.4.21: CRAMER’SCHE REGEL (MEHR THEORETISCHER NUTZEN)

Ist A ∈ Kn×n vom Höchstrang, also detA 6= 0, und b ∈ Kn×1 beliebige Spalte, dann ist die
eindeutige Lösung des LGSAx = b für x ∈ Kn×1 gegeben durchXi,1 =

det(Ai,b)
detA

mit i ∈ n, wobei
Ai,b dieselben Spalten wie A hat, außer in der i-ten Spalte, dort steht b.

Folgerung 5.4.22: INVERSE DURCH DETERMINANTE

Für A ∈ GLn (K) ist (A−1)i,j =
(−1)i+j det(A(i,j))

detA
.

Die Matrix
(

(−1)
i+j

det
(
A(i,j)

))
i,j

heißt Matrix der Kofaktoren von A.

IstB die Matrix der Kofaktoren, ist AB = det (A) · In („fast die Inverse“).
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5.5 Charakteristisches Polynom
Für das Behandeln allgemeinerer Fälle, wo GradµA < GradV ist und daher µA nicht als Invariante ausreicht,
um einfache Blockdiagonalgestalt zu erhalten.

Definition 5.5.1: CHARAKTERISTISCHES POLYNOM

1. Sei A ∈ Kn×n. Das charakteristische Polynom von A ist χA (x) = det (xIn −A) ∈ K [x].
xIn−A ∈ K [x]

n×n ⊂ K (x)
n×n, damit wieder in einemKörper, daher darfmandet benutzen.

2. Sei V ein e.e. K-VR und α ∈ End (V). Dann heißt χα (x) := det (xIn − BαB) das charak-
teristische Polynom von α, wobeiB eine beliebige Basis von V ist (nach Lemma 5.5.2 ist χα
unabhängig vonB und wohldefiniert).

Bemerkung 5.5.3: RECHENREGELN FÜR DAS CHARAKTERISTISCHE POLYNOM

1. Ist A = Diag (a1, . . . , an) mit a ∈ Kn, so ist χA =
∏n

i=1 (x− ai).
Sind die ai paarweise verschieden, so ist χA = µA.

2. Ist A =

(
A1 ∗
0 A2

)
mit Ai quadratischen Matrizen (Blockdreiecksm.), so ist χA = χA1

χA2
.

3. Ähnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Polynom. Damit haben wir noch eine
Invariante der Ähnlichkeitsklassen!

4. IstA diagonalisierbar, so ist χA =
∏
a∈EW(A) (x− a)

DimEA(a), wobei EW (A) die Menge der
Eigenwerte von A ist.

Übung „letzte“:

Ist A = aIn + bJn mit b 6= 0 und Jn ∈ Kn×n, (Jn)i,j = 1 ∀i, j ∈ n, so gilt:
Jn und A sind diagonalisierbar wenn n1K 6= 0.
In diesem Fall ist EW (A) = {a+ nb, a} und die Dimension der ERe ist 1 bzw. n− 1.
Also ist χA = (x− (a+ nb)) (x− a)

n−1 und µA = (x− (a+ nb)) (x− a).

Satz 5.5.4: WICHTIGSTE EIGENSCHAFTEN DES CHARAKTERISTISCHEN POLYNOMS

Sei V ein e.e.K-VR und End (V). Dann gilt:
1. χα (x) ∈ K [x] ist normiert vom Grad n = DimV . Der Koeffizient von xn−1 ist gleich
−Spur (α) und der Koeffizient von x0 ist (−1)

n
det (α).

2. a ∈ K ist EW von α ⇔ χα (a) = 0, d.h. falls a ∈ K eine Wurzel von χα (x) ist. Also haben
µα und χα die gleichem Wurzeln.

3. Cayley-Hamilton: χα (α) = 0, d.h. µα | χα
−−→
5.5.5

Ist p ∈ K [x] normiert von Grad n = DimV und A = Mp, dann gilt: χA = µA = p.
Allgemeiner: Wegen µA | χA ⇒ χA = µA ⇔ GradµA = DimV
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Umformulierung von Satz 5.3.8:

Bemerkung 5.5.6: ZERLEGUNG IN HAUPTRÄUME

Sei V ein e.e.K-VR und α ∈ End (V).
Schreibe das MinPoly µα =

∏l

i=1 p
mi
i mit pi irreduzibel, normiert und paarweise verschieden (vgl.

Primfaktorzerlegung!).
Setzt man qi :=

∏
j 6=i p

mj
j so ist ggT (q1, . . . , ql) = 1.

Schreibt man die 1 als 1 = a1q1 + · · ·+ alql ∈ K [x] (Bézout), so sind die πi = ai (α) qi (α) mit α
vertauschbare Projektionen, die folgendes erfüllen:

πi ◦ πj = δijπi, idV = π1 + · · ·+ πl

Die Teilräume Ui := Bildπi sind α-invariante TRe von V , die wir auch Haupträume nennen wollen.
Genauer: Ui ist Hauptraum zum Faktor pi.
Es gilt: V =

⊕
i Ui und für αi = α||U (sowohl im Def.-, als auch im Wertebereich eingeschränkt auf

U ) ist µαi = pmii .
DasMinPolyµα teilt sicherlich pmii , da (pmii ) (α)|Ui

= 0. Andererseits teiltµα das Produkt
∏l

i=1 µαi
und somit muss µαi = pmii .
Daher gilt: Ui = Kern (pmii α) = Bild (qi (α))
⇒ Bézout überflüssig.
IstBi eine Basis von Ui (1 ≤ i ≤ l), so istB = (B1, . . . , Bl) eine Basis von V und

BαB =

B1α1
B1 0

. . .
0 Blαl

Bl


Satz 5.5.7:

Sei α ∈ End (V) mit µα = pm für ein irreduzibles, normiertes p ∈ K [x]. Dann gibt es Zahlen
1 ≤ m1,m2, . . . ,ms ≤ m und eine BasisB von V , sodass

BαB =

Mpm1 ∗
. . .

0 Mpms


mit einemmi = m.
Insbesondere gilt: d := Grad p | DimV =: n und χA = pc mit c = m1 + · · ·+ms = n

d
≥ m
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