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5 Eindimensionale Differentialrechnung

5.1 Ableitungen

Aus dem 1. Semester, Analysis I:

Definition 5.1.1: DIFFERENZIERBARKEIT

Sei f : D — R, x, innerer Punkt von D.
f heiBt in x, differenzierbar (,diffbar”), falls }lm% w existiert.
Dann heil’t f' (xg) := % (x0):= %m%w Ableitung oder Differentialquotient von f in x,.

Rechts-/linksseitig differenzierbar mit lim bzw. }}1131 .

h—0%
Bezeichnung: £ (x,) := ‘g—xf(xo) bzw. f! (xy):= %(xo)
Ist f diffbar Vx € D (und D offen), so heil’t f* differenzierbar.
Sind Ableitungen diffbar (f ,n-mal diffbar”), so ist ™ := gz—,’: = (f"Y)’ die n-te Ableitung von f.

Bemerkung 5.1.2: DIFFERENZIERBAR AUF ABGESCHLOSSENEN INTERVALLEN

Manchmal wird eine Funktion f :[a, b] — R diffbar genannt, wenn f|]a’b[ diffbaristund f in a rechts-
seitig und in b linksseitig diffbar ist.

Satz 5.1.3: DIFFERENZIERBARKEIT UND STETIGKEIT

Sei f : D — R diffbar in xq € D. Dann ist f stetig in x,. Die Umkehrung gilt i.A. nicht.
Analog: rechts-/linksseitig diffbar = rechts-/linksseitig stetig.

Satz 5.1.4: ABLEITUNGSREGELN

Seien f,g : D — R (rechts-/linksseitig) diffbar in x, € D. Dann gilt:
a) Linearitdt: f + g, f —g, Af mit A € R sind (rechts-/linksseitig) diffbar in x,,
wobei (f £ g)' (x0) = [ (x0) £ &' () und (Af) (x0) = A - f' (o).
b) Produktregel: f - g ist (rechts-/linksseitig) diffbar in x,
wobei (f - ) (x0) = f'(x0) & (o) + f (x0) &' (o).
¢) Quotientenregel: Ist Vxe D : g(x)#0, so ist g in xo (rechts-/linksseitig) diffbar

!
f _ ['@0)gx0)~f(x0)g'(x0)
und (g) (%o) = (8(x)? :

Satz 5.1.5: KETTENREGEL

Seien f : D — Rin x, diffbarund g : f (D) — Rin f (x,) diffbar.
Dannist gof :D — Rin x, diffbar und (go f) (xo) = g'(f (x0)) - f (x0).

Lemma 5.1.6: ABLEITUNG DER UMKEHRFUNKTION

Sei f :1a,b[ — R streng monoton sizlilgeg:d und in x € la, b[ diffbar, wobei f'(x,) # 0.
Dann ist £~ in £ (xo) diffbar und (£)'(f (xo)) = oot

Ende des 1. Semesters. Ab hier Analysis II.
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Beispiel 5.1.7: DIFFERENZIERBARKEIT VON POLYNOMEN

a) fn:R—R, x—x"=fl(x)=nx""'flurneN,
= Alle Monome und damit alle Polynome sind diffbar.

b) f(x):=e*=f'(x)=¢"
e” ist die einzige Funktion mit der Eigenschaft, ihre eigene Ableitung zu sein (auBer Vielfache).

x¢{-1,1}

c) f(x):=arcsinx {=' f(x)= —=

v 1-x2
Fir x € {—1, 1} ist arcsin nicht diffbar.
d) f(x):=tanx = 2 firx # 247, nezZ
2 2 1

. IO 9
= f/(x) _ sin (x)cos(x)—sin(x)cos'(x) __ cos®x+sin®x — = — 1+tan2x

COSZ X COSZ X

Liste wichtiger Ableitungen:

f(x) H X" ‘ e* ‘ logx =Inx ‘ sinx ‘ cosx ‘ sinhx ‘ coshx
f'(x) H nx" | e* i cosx | —sinx | coshx | sinhx

X

fiir n € R (Definitionsbereich beachten!)

Definition 5.1.8: STETIGE DIFFERENZIERBARKEIT

Sei D cR, f:D — Rdiffbarund ' : D — R stetig. Dann heil3t f stetig differenzierbar.
Der Raum aller n-mal stetig diffbaren Funktionen auf D wird mit C™ (D) bezeichnet.
Es qilt: C(D)=C9(D). Esist C?(D)>CY(D)>C®(D)>... (siehe dazu spater).

5.2 Zentrale Satze

Satz 5.2.1: SATZ VON ROLLE

Sei f :[a,b] — R eine auf Ja, b[ diffbare und auf [a, b] stetige Funktion, und es gelte f (a) = f (b).
Dann gilt: 3¢ € ]a,b[: f' (&) =0

Satz 5.2.2: MITTELWERTSATZ DER DIFFERENTIALRECHNUNG (,MWS DIFF")

Sei f :[a,b] — R stetig und auf ]a, b[ diffbar.
(1) ,1. MWS DIFF"

f®)-f(a)

%b,_/

Sekantensteigung

=3¢ €la,b[: =f' ()

Beispiel: Eine durchschnittliche Geschwindigkeitsmessung impliziert, dass ein Auto diese Ge-
schwindigkeit irgendwo im Messintervall mal gefahren sein muss.

(2) ,2. MWS DIFfF"
Sei g :[a,b] — R stetig und auf Ja, b[ diffbar, g’ (x) #0 Vx € ]a, b[.

F®)-f@ [

3 bl: —
= kel bl e@ g ©
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Korollar 5.2.3:

Sei f :[a,b] — R und diffbar auf ]a, b[ und stetig auf [a, b].
() f'(x)=0Vxela,b[= f konstant
(i) f'(x)=0Vxela,b[= f monoton steigend
(iii) f'(x)>0Vxela,b[> f streng monoton steigend
(iv) f'(x)<0Vxe€]a,b[= f monoton fallend
(v) f'(x)<0Vxe€la,b[= f streng monoton fallend
(vi) f" beschrankt = f Lipschitzsch

Definition 5.2.4: UMGEBUNG

(i) U <R heillt Umgebung von
a) a € R, falls eine e-Umgebung U/, (a) existiert, sodass U, (a) cU
b) +oo, falls ein a € R existiert, sodass Ja, +oo[ €U
c) —oo, falls ein a € R existiert, sodass ]—oo,a[ €U

(ii) U € R heilt linksseitige bzw. rechtsseitige Umgebung von a € R, falls
de>0:la—¢€,alcUbzw. [a,a+e[cU

(i) U € R heilt punktierte Umgebung von a, falls eine e-Umgebung U, (a) existiert, sodass
U (a)\{a} € U. Analog sind punktierte links-/rechtsseitige Umgebungen von a definiert.

Betrachte folgende Grenzwerte:

lim 2=, 40, neN\{0} %J
x—+o0 X

Zahler und Nenner — +oo o b

Inx

Iim xInx = lim
x—0 x—0 l/ X

Zahler — —oo, Nenner — +oco
Das ist ein Problem. L6sung (in den meisten Fallen):

Satz 5.2.5: LHOPITAL'SCHE REGEL

VORAUSSETZUNG: Seien f, g auf einer (punktierten) (links-/rechtsseitigen) Umgebung U von a € R
definiert und differenzierbar g’ (x) # 0 in U. Sei ferner fiir x — a®'~:

) f(x)—0, g(x)—0
) f(x)— +o0, g(x) — +oo (alle 4 Kombinationen)

. / = . . . . . . .
BEHAUPTUNG: Wenn lim L& =:A € Rexistiert, dann existiert lim 22 undesgilt lim 2 =A.
') x—al+-) 8D x—q*-) 89

x—a+-)
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Beispiel 5.2.6: LHOPITAL
a) hrq e fx):=lnx=f'(x)=1 (x>0)
g)=1=>g@=-% @#0)
lim & = lim % = hm( x) existiert und hm L@ _q
oot €@ Lot T gw)
= limx-lnx = h h‘jx LHOpltal lim w =0 existiert.
x—0T —0t x—0+ &'
b) hmm, a>0, ne N\ {0}, f(x):=x", g(x):=e™= f'(x)=nx""!, g'(x) = ae™
% ==7?,=" Deswegen leiten wir weiter ab:
FP(x)=n!, g™ (x)=a"e™

lim QZ;EQ = lim 1l =0 existiert
LHopital n LHopital  LHépital

= lim gin LE’“; =0 existiert = ... = lim 8 = 0 existiert

Satz 5.2.7: SATZ VON TAYLOR
f :[a,b] — Rund (n + 1)-mal diffbar; x4, x € [a,b] mit x, # x.
= 3¢ € Imin {xy,x}, max{x,,x}[: f(x) = f (xo) + =% f(x") (x—2x) +---+ %(x—xg)" +R, (%), d.h.:
n f(k)(x )
f@) =} —@=x) + Ry (x)
k=0 .
(3]
mit (z.B.) R, : (x) = W (x —x0)""* (Restglied von Lagrange)
n !

Das Restglied entspricht dem Fehler bei der Taylorentwicklung. Fiir eine beliebig oft diffbare Funktion £, fir die
R, : (x) === 0 konvergiert, konvergiert das Taylorpolynom zur Taylorreihe, und ist die Potenzreihenentwicklung
dieser Funktion (wegen dem Identitdtssatz fiir Potenzreihen eindeutig).

Definition 5.2.8: EXTREMA

. . . . . Minimum .
Sei f :[a,b] — R eine gegebene Funktion. f hat in x, € ]a, b[ ein lokales Maximum |* falls ein
€ > 0 existiert, sodass ;gg; i ;gg; Y mit |x — x| < € gilt.

- . . Minimierer
Oberbegriff fiir Max. und Min. ist Extremum. x, heil3t extremal oder lokaler Maximierer

Satz 5.2.9: EXTREMA DURCH ABLEITUNGEN

Sei f :[a,b] — R diffbar.
(i) Wenn x, € Ja, b[ extremal, so ist f'(xy) =0
(i) Wenn f € C?[a,b] und f'(x,) =0, so gilt:
a) Wenn f”(xy) >0, soist f in x, lokal minimal.
b) Wenn f”(xy) <0, soist f in x, lokal maximal.

(iii) Wenn f € C®[a,b]und f'(xo) =0 und £ (x,) = 0, aber " (x,) # 0, so hat f bei x, kein Extre-
mum. x, heil3t dann Sattelpunkt.

© study.woalk.de
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Bemerkung 5.2.10:

Allgemein gilt, wenn f € C™*V[a,b], f'(xg) == f™(x0) =0, £V (x) #O:
a) Ist n+1 gerade, so gilt:

(@.1) f"*V(x) > 0= lokales Maximum bei x,
(@.2) £V (x,) < 0= lokales Minumum bei x,

b) Ist n + 1 ungerade, so liegt kein lokales Extremum bei x, vor (x, Sattelpunkt).

Beispiel 5.2.11:

a) f:R—R, x—x2, fl(x)=2x, f"(x)=2VxeR
f'(x) = 0 & x = 0 notwendig fiir Extremum, d.h. x, = 0 ist ein Kandidat fiir Extremum.
Hinreichend: £/ (x,) =0, " (x,) # 0, hier: £”(0) =2 > 0 = lokales Minimum bei 0.

b) ...

Satz 5.2.12:

e ist irrational.

5.3 Folgen und Reihen von Funktionen Il

Bemerkung 5.3.1: DIFFERENTIATION IN C
f:G — Cmit G < C offen, in z, € G diffbar, falls

i f(zo+h)—f(20)
im

h—0 h
heC

(d.h. in komplexer Metrik: d (z,w) =z —w| = (z—w)(z-w))
Klar ist: f in x, € R komplex diffbar = f in x, (reell) diffbar (h — 0, h € C beinhaltet h — 0, h € R)

existiert (=: f(zo))

Beispiel:

— 52 fe+h)—f(2) _ (z+h?-22 _ 22+2hz+22-22 _ h—0 H / —
a) f(z)=2% - = EILE - paat =2z +h — 2z = f komplex diffbar, f'(z) =2z

b) f(z)=1z|.Seizo € C\ {0}, zo =re'’, r >0, p €[, n[
f(zo+h)—f(z0) =20+ hl—]z0l
Spezielle Annaherung fiir A — 0: zo + &, := reil(#*7)
Andere Anndherung: zo + A, == (1- 1) e d.h. h:= —1re"
= f in keinem z, € C komplex diffbar. Aber: /" in z, € R\ {0} reell diffbar, nur in z, = 0 nicht.
Also: reell diffbar # komplex diffbar.

Satz 5.3.2: SATZ UBER GLIEDWEISE DIFFERENTIATION

SeiP(z)=) 7 ar(z— 2o)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0.
Damit ist P im Inneren des Konvergenzkreises, d.h. Vz € C : |z — z¢| < r, (komplex) diffbar, und es
gilt:

P@)=Y ar((z-20)") =Y ar-k-(z—2)""
k=0 k=0

P’ hat ebenfalls Konvergenzradius r.
Somit ist P im Inneren des Konvergenzkreises beliebig oft diffbar.
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Beispiel 5.3.3: GLIEDWEISE DIFFERENTIATION

Konvergenzradius r = 1.

P(2):= Eli,

P'(2) = —Zz"l Zz
Beachte Konvergenz/Dwergenz am Rand des Konvergenzkreises

—— (geometrische Reihe)

d.h.: Randeigenschaften libertragen sich nicht.

z.B. P : Divergent bei z = 1 (harm. Reihe), Konvergent bei z = —1 (Leibniz); P’ divergent bei z = +1

Satz 5.3.4: LOKALE ENTWICKELBARKEIT IN EINE POTENZREIHE
Sei f :]a,b[ — R, (a < b), beliebig oft diffbar und x, € ]a, b[.

Umgebung von x in eine Potenzreihe entwickelbar ist. Es gilt:

(ii) (Verallgemeinerung von (ii))
Falls es ein r € N\ {0} und reelle Zahlen a,, ...
lokal bei x, in eine Potenzreihe entwickelbar.

Diese Potenzreihe ist in allen drei Fallen gegeben durch die Taylorreihe:

o) (k)
fx)= };) ! k(!“) (x —x0)"

f heil’t lokal bei xy € R in eine Potenzreihe entwickelbar, wenn f eingeschrankt auf eine e-

(i) Falls K,6 € R* existieren, sodass |x —x,| < &, so ist f bei x, lokal in eine Potenzreihe entwi-
ckelbar, firr die der Konvergenzradius = § ist. (d.h. 3(az) : Y77 ax (x —x0) =

(i) Fallseseinr e N\{0}gibt, sodass f = f, soist f bei x, lokal in eine Potenzreihe entwickelbar.

[ (x) Vx € Us (x0))

,a,1 gibt, sodass £ = Y'"ta;fY, dann ist f

Nicht jede C-Funktion ist (lokal) in eine Potenzreihe entwickelbar (d.h. analytisch)!

Beispiel 5.3.5:
Sei _Je ™ x#0
f= {0 x=0
lingf(x):O: f(0), f stetigin 0
fl)y=e"-2-%, 2#0
lim (1O lim e ﬂ»o:»f (0)=0und lim f'(x) = 0.
Allgemein: f(”)(x) = % PR Polynome x # 0 und £ (induktiv) und £ (0) = 0 und
£ () ==

=>fe C(°°)(IR), d.h. beliebig oft diffbar, aber Taylorreihe um 0 wére identisch 0 (co Nullstellen).

= fist nichtin 0 lokal in eine Potenzreihe entwickelbar, d.h. in keinen noch so kleinen Umgebungen.

(Beachte: Aus ,f'(x), x # x, gegeben” und ,lim /' (x) existiert” folgt nicht generell die Diffbarkeit von f in x,.)
x—x0
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Ubung 5.3.01:

GESUCHT: Potenzreihenentwicklung von f : R\ {1} - R, x —

1- x>3
Betrachte zunachst einmal:
3

1-2¢ (1-x
12

1-2° (1-x

Auffallig: Betrachte die geometrische Reihe:

f'@)=(-1)(-3)

f" @) =(-1)(-4)

Z =—m|t lx|<leoxe£(0)InR
n=0
Leite beide Seiten ab:
= 1 1 =
Zx =CDED TS = G
gll ii " 1
Zdx” (1-x)?
@Zn-xn’1=
n=1

1
o) (n+1)a" =
n=0

(1-x)?

1 _1x)2 mit x € A7 (0)

Leite erneut beide Seiten ab:

—Z(n+1)x =-D(2)——>

d 0
;a(n+l)x TR

1- )3
gliedw. Diff.

oY R+ D =Y (4 D(n+2)x" = — - mit x € .%; (0)
n=1 n=0 (l_x)

Nun gilt:
f@=g5 % lim“)(”*”’cn
unendl. Distributivgesetz Z W mit x € %7 (0)

n=0 2

Damit ist dies eine Potenzreihenentwicklung fiir f um xy = 0.

Differentialgleichung:
f'(x)=cf (x), c € R konstant.

Potenzreihenansatz: f (x) =Y a,x", f'(x) =Y, a,nx"*
Also: f'=cf © Y2 a,x" =Y ca,nx"*

Wegen Identitatssatz fiir Potenzreihen: a,,; (n + 1) =ca, Vn e Ny
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= a, =ao%; Ubung aus Analysis |.

n
G

[ee) cn
:f(x):Zao—x"zao =
n=0 n' n=0 T’L‘

a, frei wahlbar (Anfangsbedingung).

— Wachstums- oder Zerfallsprozesse.
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6 Das Riemann-Integral in R!

MATHEMATIK (Leibniz)
Problem:
Einfacher Fall:

Berechnung komplizierter Flachen

Rechteck mit Seitenléangen a, b,
Flache=a-b

f :[a,b] — R Funktion.
Gesucht: Flache zwischen Graph von f
und x-Achse.

Komplizierter:

Annadherung durch kleine (schmale)
Rechtecke z.B. konst. Breite Ax = 2=¢

// fx)

Idee:

—

Flache des i-ten Rechtecks: £ (¢;)- Ax.

Flache = Y7 f(f) Ax

PHysIk (Newton)
Berechnung Energie/Arbeit

Kraft konstant langs des Weges, Arbeit
= Kraft - Weg

f :[a,b] — R skalares Kraftfeld ent-
lang des 1-dimensionalen Weges [a, b]
Gesucht: Verrichtete Arbeit.

Unterteilung des Weges in kleine
Stiicke mit naherungsweise konstan-
ter Kraft.

Stiicke: [a+z

(n Intervalle, e_)

,a+(@+D)Et] =1,

Arbeit fur Teilstlick I;: f;-Ax; f; = Kraft
auf Teilstlick I;, = f(fl) flireiné; el;.
Gesamtarbeit = /", f(é ) Ax

tatsachllche Flache/Arbeit:
lim Z f(f(n)) b-a

n—oo ;=

6.1 Definition & einfache Eigenschaften

Definition 6.1.1: ZERLEGUNG UND RIEMANN-SUMMEN

Sei f :[a,b] — R beschrankt, I :=[a,b], a <b.

xel xel

Riemann-Untersumme: s(Z"):=

,_‘

Riemann-Obersumme:

Zm = {xf)”), x, ..., x™} sei Zerlegung von I,d.h. a = xJ” < xV <+  <x™ = b.
Fir j € n seien:
o [x‘.") x(f”] * M= sup f (x)
7 S xEI(n)
- m§ = xIEIIlf f (%) 10 = 1] = 4 - 1)

Seien m : —1nff(x) M :=supf(x); M: =suplf (x)l.

S )
n)jn
E_mjlj

n
Z(n) . ZMﬁn)l;n)

Betrachtet werden muss nun fiir jedes n = n, € N jede Zerlegung Z™, dhnlich Grenzwerte.
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Lemma 6.1.2:

Es gilt:
a) s(Z™) =S (2™) YnvZ™

b) Ist eine Folge von Zerlegungen (Z™) hierarchisch, d.h. Z” < Z"*V ¥n, so gilt:

s(2) <5 (20) 2 8 (20Y) <8 (2) v

und somit (Monotoniekriterium fir Folgen) sind die Folgen (s (Z™)), und (S (Z™)), konver-
gent mit lim s (Z™) < lim S (Z™).

Definition 6.1.3: RIEMANN-INTEGRALE

Sei f :[a,b] — R beschrénkt, s (Z™), S (Z™) die Ober-/Untersumme zu f.
a) sup{s(Z™) | Z™ Zerlegung von [a,b], n e N\ {0} =T =: fabf(x) dx
heillt unteres Riemann-Integral von f oder innerer Inhalt von f.

inf{s (2™) | Z™ Zerlegung von [a,b], n N\ {0} =T =: [ f (x) dx
heillt oberes Riemann-Integral von f oder duBerer Inhalt von f.
Betrachtet werden fiir jedes n € N\ {0} alle Zerlegungen Z™!

Nicht verwechseln: J ist ein Fraktur-,I", kein ,J*!

b) f heilt auf [a,b] Riemann-integrierbar (,R.-intbar” oder ,intbar” solange wir noch kein ande-
res Integral kennen), falls

bf(x) dx Z_bf(x) dx
Jrewa=]

Dann heilt

b b b
[f(x)dx:ff(x)dxsz(x)dx

das Riemann-Integral von a bis b (iber f bzgl. x. Dann heift f Integrand.

Achtung: Wir benutzen nirgendwo Betrage. ,Flacheninhalt unter dem Graphen” gilt also nur Uber der x-Achse.

Lemma 6.1.4: RIEMANN-INTEGRABILITATSKRITERIUM

Fir f :[a,b] — R gilt: f ist auf [a,b] R-intbar & Ve > 0:3 Zerlegung Z von [a,b]:S(Z)-s(z) <&

1
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Beispiel 6.1.5: RIEMANN-INTEGRIERBARKEIT

a) ,Derichlet-Funktion”

0 «x rational
fx)= {1 xirrational * ¢ [0,1]

tionale Zahlen. m =0, M(”)
(2%) =L m =0,

S( (n)) ZM(n)l(n) Zl(n) _ |[0 1]| —

:0,3:1

[

= f nicht R.-intbar.
»Nr.1-Beispiel” fur nicht R-intbar.

b) f(x)=x, x€[0,1]
Sei Z™ eine beliebige Zerlegung, n beliebig.

s(z(n)) Zm(")l‘") Zf((m)l(n)

(n)
J

S(z™) = x;’_l) analog

~.
nMu
—
K
xAQ
<
K
-3
<

Spezielle Zerlegungsfolge: x!” = L je{0,1,...,n}

Sei Z™ beliebige Zerlegung zu belleblgem n,in I(") [x;-1,x,] existieren rationale und irra-

“ 15 .cas(n-D(n—-1+1)

1
=>s(z"W) = n—Z(J DG-G-=-—5 Z(J 1)——22
=

m jpary 2n?

_n—l_l( 1)
T 2n 2 n

S(z™) = " ZJ(J G-1)=

Also:s(Z™) == 1, 8§ (z™) =1

1
1

:f xdx =—
0 2

Definition 6.1.6:

Alles wie oben, jedoch: Sei o : [a,b] — R monoton wachsende Funktion.

l;n) O.(x(n)) U( (n))

J 1

(d.h. obiger Fall ist Spezialfall)
Wenn J =7, dann heil’t f bzgl. o Riemann-Stieltjes-integrierbar (,R.-S.-integrierbar”), und

b —
f f (x) do (x) :=J =T heillt Riemann-Stieltjes-Integral.

Lemma 6.1.4 gilt auch fiir R.-S.-Integrale.

© study.woalk.de

12


https://study.woalk.de

6 Das Riemann-Integral in R! Ana2 | V.M. | Universitat Siegen

Beispiel 6.1.7: HEAVISIDE/DIRAC

0 x<0

[-1,11-R ben, = .

fil=1,1]1—Rgegeben o(x):=1,
I"=0 (x;’”) -0 (xé.’i)l) ist nur # 0, wenn 2, <0 <", dann 1{" = 1.

Sei j dieser Index. s (Z™) = m"1% =m®, S (™) = M"
Sei f stetigin0. Ve >036 >0: (x| <6 = |f (x) — £ (0)| < €). Sei € > 0 gegeben, betrachte Zerlegung
Z mit 1 = ‘I}’” <8(e).

=>f(0)—e<m;=s(Z2")<S(Z") :M}”) <f0)+e¢
=>0<S(Z")-s(Z™) = fO)+e—(f(0)—¢)=2¢

= f ist R.-S.-intbar (Integrabilitatskriterium).
1
flf(x) do (x) = £ (0)

0 x<uxg

Geht auch allgemeiner: Seia <xy < b, o (x):= {
1 x= Xo

b
O, :{f :la,b] — RIf stetig in xo} — R, f'—>[ f (x)do (x) = f (xo)

Man kann eine Metrik fiir ™ diesen Raum definieren.
Man nennt 6, (f) = f (x,) das Dirac-Funktional.

(Nennt man Operatoren (Abb. metr. Raum — metr. Raum) oder Funktional (Abb. norm. Raum —
norm. Raum). — Approximationstheorie, Physik (Elektrodynamik, Quantenmechanik), ...)

Satz 6.1.8: WEITERE INTEGRABILITATSKRITERIEN

a) Sei f :[a,b] — R stetig. Dann ist f Riemann-integrierbar auf [a, b].
Ist zuséatzlich o : [a,b] — R monoton wachsend, dann ist f R.-S.-intbar.
b) Sei f :[a,b] — R monoton. Dann ist f R-intbar auf [a, b].
Ist zusatzlich o : [a,b] — R monoton wachsend und stetig, so ist f R.-S.-intbar.

Ab jetzt: o (x) = x. Also:
f diffbar auf [a,b] = [ stetig auf [a,b] = f R.-intbar

#~ #~=
z.B.: fil-1L11-R x—lxl  f:[-3,3] >R x— |x]
Bzgl. der GauBklammer: lx] :=max{n € Z|n < x} ,abrunden”, unstetig in 0.
Sei Z Zerlegung von [—3,1], sei I; das Intervall mit der Eigenschaft, dass x;_, <0 <x;. = M;=0, m;=-1.

Fir alle anderen Intervalle ist f konstant
=>8(Z)-s(Z)=0~-(-1)-1;=1;

Durch Verfeinerung der Zerlegung kann /; beliebig klein werden. Wegen dem Integrabilitatskriterium (Lemma
6.1.4): f R-intbar auf [, 1]. Aber eben unstetig in 0.

Alternativ: |x] ist monoton wachsende Funktion. = R.-intbar.

13
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Definition 6.1.9: RIEMANN-ZWISCHENSUMME

a) Eine Folge (Z(”))n von Zerlegungen vom Intervall I heil3t Zerlegungsnullfolge, falls

5(z™) /%0
(n muss nichts mit der Anzahl der Punkte zu tun haben, Z" = x|, .. | x‘,{’f)’))

b) SeiI:=[a,b], f:I — R, Z eine beliebige Zerlegung von I, &; € I, fiir i € n beliebige Punkte.
j=1

heilt Riemann-Zwischensumme.

Satz 6.1.10: (DEFINITION NACH RIEMANN)

Sei f :[a,b] — R beschrankt.
Dann gilt: f ist auf [a,b] R.-intbar genau dann, wenn VY Zerlegungsnullfolge (Z("’)n und jede Wahl
passender Zwischenpunkte ¢™ € R*» die Folge der Riemann-Zwischensummen konvergent ist.

In diesem Fall konvergieren die R.-Zwischensummen alle gegen den gleichen Grenzwert: fab f(x)dx
(gilt analog auch fiir R.-S.-Integral).

Satz 6.1.11: EIGENSCHAFTEN DES RIEMANN-INTEGRALS

Seien f, g R-intbar auf I :=[a, b]. Dann gilt:
a) Linearitédt: af + Bg sind R.-intbar Va, € R und

b b b
/af(x)+[3g(x)dx=af f(x)dx+ﬁf g(x)dx

b) Positivitdat: Wenn f =0 auf [a, b], so ist

b
f f(x)dx=0
c) Monotonie: Wenn f < g ,dann ist
b b
f f(x)dx S[ g(x)dx
d) Dreiecksungleichung fiir Integrale: |f| ist R.-intbar und
b b
[ r@as < [ iriax

e) Additivitat des Integrals (bzgl. des Integrationsbereichs):
Seia<c<b.= f aufla,clund[c,b] R-intbar und

b c b
ff(x)dx=f f(x)dx +f f(x)dx

f) Definitheit: Wenn f =0, f stetig auf I und fabf(x) dx =0, dann gilt: f =0 (d.h. / (x) =0 V).

14
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Definition 6.1.12: UMKEHREN DER INTEGRATIONSGRENZEN

Seia <b, cela,b], f R-intbar auf [a, b].

a b
.fb f(x)dxzz—fa f(x)dx
-f fx)dx:=0

Grund: Erhalt die Additivitat. Aber Achtung: Monotonie gilt dabei nicht.

Bemerkung 6.1.13: INTEGRAL FUR KOMPLEXWERTIGE FUNKTION

Sei[a,b] <R, f :[a,b] — C.

In C gibt es keine Ordnung mehr, daher keine Ober-/Untersummen. Daher: Zwischensummen +
GWS.

f ist (komplex) R.-intbar genau dann, wenn Re f und Im f (reell) R.-intbar sind. Dann ist

b b b
ff(x)dx=f Ref (x)dx +i-/ Im f(x)dx

Lemma 6.1.14:

a) Seien f, g R-intbar, f (x) = g(x) Vxe D, D dichtin I.

b b
zf f(x)dx=f g(x)dx

b) Sei f R-intbar, & : f (I) — R glm. stetig. Dannist Ao f : I — R R--intbar.

c) Sei f R-intbar, auBerdem |f (x)| =6 >0Vxel.> }% R.-intbar.
Forderung |f| = 6 > 0, damit ¥ beschrankt ist durch %.

d) Seien f,g R-intbar. = f - g, max(f,g) =min(f, g) R-intbar.

Ubung 6.1.01:

Sei I :=[a,b], f:I — RR-intbar.
Dannist F:I - R, x Hf f (¢) dt Lipschitzstetig.

Ubung 6.1.02: CAUCHY-SCHWARZ-BUNJAKOWSKI-UNGLEICHUNG (CSB)

Seien f,g € Cla,b]. Dann gilt:

Uabf(x)g(x) dx)z < Uabf%x) dx) (fabg%x) dx)

Dies ist ein Sonderfall von der CSB-Ungleichung fiir Skalarprodukte.

© study.woalk.de
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6.2 Zentrale Satze

Satz 6.2.1: MITTELWERTSATZ DER INTEGRALRECHNUNG

a) ,1. MWS INT."
Wenn f :[a,b] — R stetig ist, dann 3¢ € I :=[a, b]: fabf(x) dx =f()(b-a).

b) ,2. MWS INT."
Wenn f: I — R stetigund p: I — RR-intbarund p =0,dann 3 e I :

b b
ff(x)p(x)dx=f(€)f p(x)dx

(1. MWS INT. ist Spezialfall p (x) = 1 von 2. MWS INT.)

1 b
b—f f (x) dx heil3t Integral-Mittelwert von f.
—al,

Satz 6.2.2: HAUPTSATZ DER DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG (HSDI)
(1) Seif :[a,b] — R R-intbar und stetig in ¢ € [a, b].
:>F(x)::f f (@) dt, cela,b], x€[a,b]in ¢ diffbar und F'(x) = f (¢).

(Somit: feCI)=>FeCV); feC®PI)=F e C*V(I), keN.)
F mit F' = f heiltt Stammfunktion von f.

b
(2) SeiF :[a,b] — R stetig diffoar. > F (b) — F (a) :f F'(t)dt.

Allgemein fir x, c € [a, b] : F(x):F(c)+f F'(¢)dt.

Tabelle von Stammfunktionen:

f=F F (+ Konstante)
coshx sinhx
sinhx coshx
cosx sinx
sinx cosx
e* e*
x® Lx* L a#-1bzw. In|x|, a = -1

Die Differenzierbarkeitsordnung wird oft als Mal¥fiir die ,Glattheit” einer Funktion angesehen, d.h. Integrieren
,glattet” eine Funktion und Ableiten ,raut” eine Funktion auf.

Beispiel 6.2.3: HSDI

a) f02” sinx dx = —cosx|§” =—cos(2m)—(—cos0)=—-1—-(-1)=0

b) fyxdx =1x?|,=112-10>=1

d.h. man schreibt F (x) |Z =F(b)-F(a)

Satz 6.2.4: PARTIELLE INTEGRATION (INTEGRATION BY PARTS)

Seien u,v € CP[a, b].

b b
:>f u’(x)v(x)dx:u(x)v(x)r—f u(x)v' (x)dx

16
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Beispiel 6.2.5: ANWENDUNGEN PARTIELLER INTEGRATION

x x x x
a) f sin2tdt:f sin(¢)sin(¢) dt = —cos(¢)sin(¢) —f —cos(t)cos(t)dt
« ¢ S—~——— ————la 0 ————
u'(t) v(x) u(t) v(t) u(t) v'(t)
x x
= —cos(¢)sin(?) +f cos?¢ d¢
a o S~
1-sin¢
X x x
zf sin?t dt= (—cos(t)sin(t)+t)l —f sin?t dt | +fzsin2 e
a
a . . a
=2 f sin?t d¢ = (t—cos(t)sin(t))|
a a
x .9 1 X x .9
:>f sin“td¢ = 5(t—cos(t)sm(t))| «— Stammfkt. von sin
a a

X X x X 1 x
b) f lntdt:f 1 -Int¢ —f t -~ dt=(¢t-Int—t)
a a v v—la a ¥ t a
u'(t) (@) u(?)
v'(t)

Satz 6.2.6: SUBSTITUTIONSREGEL

Seien g€ CP[a,b], f € C?(g([a,b])), g'(x)#0 Vx € Ja,b[.

g(b) b
= f(t)dt=f f(g(x)g'(x)dx

g(a)

Beispiel 6.2.7: ANWENDUNGEN DER SUBSTITUTIONSREGEL
1
a) f e dx =7, f(t)=¢e', g(x)=2x, f(gx)=e™, g x)=2#0V
0

1
2
r.S. d. Subst.r.

2 Jg0)

(Substitutionsregel von rechts nach links)

Y
b) f ! dt =7, f(t):= ! y€10,1[, g(x):=sinx, g'(x) = cosx
0

V-2 Vi’
g(@)=0,g(b)=y = a=0, b=arcsiny
1 1
f(gx)=

\/]_ —sin?x Vcos2x |cosx]

y 1 arcsiny arcsiny
= d¢ = f -cosx dx = f 1dx=arcsiny
\/0‘ v1—1¢2 0 CosXx 0

(Substitutionsregel von links nach rechts)

y o1 1 , 2
°) fo 1+¢2 de=7, f(®):= 1+t2,g(x)¢=tanx,g(x):1+tan x

Offensichtlich ist g’ # 0, da Quadrate immer positiv sind.
y 1 tan(arctan y) 1
- [ a
j(; 1 + t2 tan(arctan0) 1 + t2

o arctany 1 arctany
Substiution f ————(1+tan’¢)dt = f 1dt =t
arctan0 1+tan“t arctan0

arctany

=arctany

arctan0

: . 1 (e 12 1 1
:'f e2xdx=—[ e¥.2 =2 f(t)dt:—f eldt==-e'| =Ze?-=
0 0 2 Jo 2 2
—_——

© study.woalk.de
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Definition 6.2.8: UNBESTIMMTES INTEGRAL

Sei f R.-intbar. Dann bezeichnet das sogenannte unbestimmte (Riemann-)Integral

ff(x)dx

die Menge aller Stammfunktionen von f.
Hé&ufige Schreibweise: Wenn F' eine Stammfunktion von f, schreibt man [ f (x) = F (x) + const.

Beachte:

Beispiel 6.2.9:

fx) =%, xeR\{0}

-1+ x<0
Wie auch F(x):= 1, x #0.
d.h. F(x) # F + const.

1
- +2
F(x):= { 227 x>0 ist eine Stammfunktion von f.

Daher schreibt man oft auch eine Stammfunktion als Reprasentant. Das +const. stimmt fir stlickweise defi-
nierte Funktionen ohnehin nicht mehr, also kann man es auch weglassen, wenn der Zusammenhang klar ist.

Beispiel 6.2.10: PARTIALBRUCHZERLEGUNG

Verfahren zur Integration rationaler Funktionen (d.h. Quotienten von Polynomen).
1
zB. thsﬁz
+ Faktorisierung des Nenners, soweit in R moglich:
+3x+2=(x+2)(x+1)

+ Betrachte Nenner als Hauptnenner von Briichen mit Einzelfaktoren als Nenner:
1 _ A B _ A@+1)+B(x+2) _ (A+B)x+A+2B

224+3x+2 ~ x+2 | x+1 T (42)x+1) T xZ+3x+2

+ bestimme A und B: ,Koeffizientenvergleich”
A+B=0,A+2B=1-3B=1,A=1

1 -1 1
:f(idx:f dx +/—dx:—ln|x+2|+ln|x+1|
x2+3x+2 x+2 x+1

Bei hdherer Vielfachheit (d.h. (x + ¢)¥, 2 e N\ {0,1}):

A .
entweder AL + 22 4 ...+ 2k oder ein Summand:
. x+c (x+c) (x+c)
sofern Zahlergrad < Nennergrad.

Wenn Zahlergrad = Nennergrad: erst Polynomdivision.

BO+B1x+~~~+Bk_1xk’1

(x+c)k

Alternative zum Koeffizientenvergleich: Einsetzmethode/Zuhaltetechnik

C L) — 8x+9 _ _8+9 _ A |, B c _
Bsp.: f(x):= (x+2)(x2+62+9) ~ (x-2)(x+3)2 T x-2 tes ™ G Unbekannte (7 = 3).

+ Hauptnenner bilden, Zahler:
8x+9=A(x+3)°+B(x—-2)(x+3)+C(x—2),
zunachst Vx € R\ {—3,2}, durch stetige Fortsetzung Vx € R.

+ Einsetzen von n Punkten, inkl. Nullstellen des Nenners
x=-3:-15=C-(-5)=C=3

x=2:25=A-25=>A=1

18
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zB.x=0:9=9+B-(-6)+(-6)=>B=-1

-1 3
-+ + ‘
x—2 x+3 (x+3)°

=>f(x)=

3
dx =1 -2]-1 +3]—-——
éff(x) x =In|x | —In|x | 213

Folgende Terme kdnnen bei einer Partialbruchzerlegung allgemein auftauchen:

< xf RN, [xF de = att

+ —L, keN\ {0}, Substituiere t =x—a, [ dt ...

(x_a)k ’

ﬁ, k €N\ {0}, c® <d — verschiedene Substitutionen (sofern méglich)

im Zweifelsfall konsultiert man Integraltabellen, z.B. Bronstein, Semendjajew.

Beispiel 6.2.11:
Sei h stetig diffbar auf [a,b]; f@®= %, gx)=h(x), f(gx) = ﬁ
b h'(x) KON h(b) b
dt = —dt =Inlt =Inlh
a h(t) L(a) t nlt h(a) nlh Gl a

© study.woalk.de
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6.3 Uneigentliche Integrale

Definition 6.3.1: UNEIGENTLICH INTEGRIERBAR

Seiena,b R, a <b.
a) Sei f :[a,b[ — R auf [a,c] Vc € [a,b[ R-intbar.
f heillt uneigentlich integrierbar auf/iber [a, b[ oder [a, b], falls folgender Grenzwert existiert:

11151 fcf(x) dx

b c
dann:f f(x)dx = lilgqf f(x)dx
(Analog: f :]a,b] — R, lim [ f (x) dx =: [, f (x) dx)

b) Sei f :[a,+oco[ — R R--intbar auf [a,c] V¢ > a.
f heil’t uneigentlich intbar iiber [a, +oo[, falls existiert:

limfcf(x) dx

dann: f+wf(x) dx = limfcf(x) dx

c) Wenn f :la,b[ — R auf Ja,d] und auf [d, b[ fiir (mindestens) ein d € Ja, b[ uneigentlich intbar
ist, so heildt f auf ]a, b[ uneigentlich intbar und

b d b
f f (x) dxczf f(x)dx +f f(x)dx (praktisch wie Additvitat)
a a d

d) analog zu ¢): f : R — R sei auf ]—oo,d] und [d, +oo[ jeweils uneigentlich intbar fiir (mindes-
tens) ein d € R. Dann heilt £ auf R uneigentlich intbar und wir setzen

+00 d +oo
f f(x)dx::f f(x)dx +[ f(x)dx
oo —co d

Bsp.: /> GauRsche Glockenfunktion = /7
e) Analog: f :[a,b]\ {xo} — R mit x, € Ja, b[.

b x0 b
f f(x)dx :=f f(x)dx +[ f(x)dx
a a x0

falls beide uneigentlichen Integrale der rechten Seite existieren.

20
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Beispiel 6.3.2: UNEIGENTLICHE INTEGRALE

a) f(x):=x% acRfest.

fx“dx:{ﬁxaﬂ a;é—l

In|x| a=-1
Seic>0:
[ty oz
1 Inc-0 a=-1

00 1
er xadx:{—m a<_1
1 +00 a=-1
Also: x® auf [1, 400l (allg.: [a,+oo[, a > 0) uneigentlich intbar & a < —1.

/lxadxz{ﬁ(l—cwl) az-1

—Inc a=-1

Also: x* auf 10,1] (bzw. 10,a], a > 0)
+ fir @ =0: ,normal R.-intbar",
« fiir @ > —1 uneigentlich intbar,
« flir & = —1 nicht (uneigentlich) intbar.

Somit: x% auf 10, +oof fiir kein a € R uneigentlich intbar (f; ™ x% dx = +oo Va € R).
Negativer Teil analog.
+00o
b) T'(#) ::f exp(—x)x' dx existiert fiir £ = 1.
0
Es qilt: T'(¢+ 1) =¢#I'(#) V¢ = 1 (Die Gamma-Funktion ist die Verallgemeinerung der Fakultét.)

Satz 6.3.3:
Sei f :[a,+oo[ — R stetig. Dann sind dquivalent:
a) f+oof(x) dx existiert (d.h. € R, < +00).
b) EIaStammfunktion F von f, sodass lim F'(c) existiert.

c—+o0

c) V Stammfunktionen F von f existiert lim F'(c).

Lemma 6.3.4:

Sei h : [a,b] — R eine Funktion, x, € [a,b], mit der Eigenschaft, dass V Folge (y,) < [a,b] mit
¥, — x der Grenzwert lim A (y,) existiert.

= Der Grenzwert von A (y,) ist fir all solche Folgen der gleiche.

Analog: A : [a,+oo[ = R, y, — ocound A :]-00,b] = R, y, — —c0

21
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Satz 6.3.5:
Sei f :[a,+oo[ = R, g:[a,+oo] — R; gegeben mit:
+00
() f g (x) dx existiert (d.h. € R).

(i) f auf[a,c]intbar Ve =a.
(iii) 1f (x)| = g(x) Vx € [a,+oo[ (,g majorisiert f*).

Dann existiertf f (x) dx (analog fir la, b], [a,b[, 1-00,al).

Beispiel 6.3.6:

11
f —dx =? Betrachte:
11X

<1 1
lim(f —dx +f —dx)zlim(lnl—cl—lnl—ll+ln1—lnc)=0

c—0% 1 X X c—0F

Dies ist ein fehlerhafter Ansatz fiir uneigentliche Integrale!

Korrekt:
b1 11
lim lim (f Zdx +f - dx) = lim lim (In|6|-In|-1|+]n1-1na)
a—0+b—0"\J_1 x a X a—0t b—0" N N\ — N

——00 =0 =0 —+00
— existiert nicht!

= i ist nicht uneigentlich intbar auf [-1, 1].

Definition 6.3.7: CAUCHY'SCHER HAUPTWERT

Seiena <xy<b, f:[a,b]\{x)} — R.
Falls der Grenzwert

x0—€ b
lirg} (f f(x)dx + f(x) dx)

existiert, so wird er als Cauchy’scher Hauptwert (Cauchy principal value) des Integrals von f Uber
[a,b] bezeichnet.
Notationen:

b b b
CH—f f (x)dx, HW[ f (x)dx, pv[ f(x)dx

Ist £ auf [a,x,[ und auf ]x,, b] jeweils uneigentlich intbar, so besitzt f C.H. auf [a, b].
Die Umkehrung i.A. gilt nicht! Siehe voriges Beispiel.

Satz 6.3.8: INTEGRALKRITERIUM FUR REIHEN

Sei f :[p,+oo[ — [a,+oo[ monoton fallend, p € Z.

=> ) fs| f@de<) f(n)
n=p

n=p+1 p

(Auch in dem Sinne, dass ein Teil +oo sein darf.)

22
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Beispiel 6.3.9: INTEGRALKRITERIUM

(o) 1 +oo 1

E — konvergiert @[ —dx<+toooa>1
—, n x“
n=p p

Ubung 6.3.U1: INTEGRALKRITERIUM

(e )
Fir welche a e Rist ) m konvergent?
n=2

Es gilt nach dem Inteéralkriterium:

* 1 > 1 °° 1
dx < < d
fg x(Inx)” v = ,;2 n(lnn)* = fl x(Inx)” o

TRIVIALFALL: Fir @ = 0 gilt:
Seice]l,+ool.

c 1 <1 oo
f adxzf Zdx "P'Inlel-Inl2l=lnc-1n2 <2 +oo
2 x(Inx) 9 X
© 1
— — _ =toofira=0
:;‘Qn(lnn)“ oo fir a

Fir @ =0 gilt:
Sei c € Je, +ool.

c 1 <1 1 _— Inc 1 Ine oo
[ dx = f STy Substitution f “de ™' x| =In|lnel-InIn2| == +oo
2 2 1 In2 ]1’1/

x(Inx)® x . Inx gy=lnx Jino X
& 1

=) ——— =+ocofira=1
n;zn(lnn)" o

Seinunalso ¢ e R\ {0,1}, c €11, +oo].

c 1 c 1
/ —dx =f = ‘(Inx) “dx
1 x(lnx) 1 X v(x)

u/(x)

1 c ¢ c c1
= nxa — | Inx:(-a)(Inx)™ dx = (Inx)™**"* +af = (lnx)™* dx = J5...
(lnx) 1 1 u /(%) 1 10X
u(x)v(x)
°1
<(1- a)f ;(lnx)f"‘ dx =(nle) "' = (n|1))~** ...
1
<1 1 —-a+1
@f Z(nx) " dx = (ne) ™
1 X l-a

Bei ¢ — +oo gilt: Inc — +o0. Ist @ < 1, so steht Inc im Zahler. Ist @ > 1, steht Inc im Nenner.

‘1 c—+00 1
:f —(nx) " dx &= Too @<
1 X 0 a>1

oo

1
———— konvergent & a > 1.

+o00o 1
Analog dazu ist f —(nx) *dx=+ocoflra<1. =
2 X s n(lnn)

(Geht aber auch ohne Integralkriterium tiber Cauchy’schen Verdichtungssatz.)
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6.4 Folgen und Reihen von Funktionen Il

Satz 6.4.1: SATZ UBER GLIEDWEISE INTEGRATION

Seien f,, :[a,b] — R, n €N, R-intbar und f : [a,b] — R eine Funktion, sodass lim || f — f, |l = 0.
b

b b
Dann ist auch f R.-intbar undf f(x)dx = liﬂmf,Z (x)dx = limf fn(x) dx.

Auch hier wieder: Vertauschen von Grenzwerten (Integral ist auch Grenzwert).

N
Entsprechend fir Reihen: Sei f,, : [a,b] — R R.-intbar Vn und konvergiere }_ f, Hoes, f gleichmaBig.
n=0

b b oo oo b
= f R.-intbar und f f(x)dx = Z frn(x)dx = Z fn(x)dx
a n=0Ja

a n=0

Beispiel 6.4.2: FOURIER-REIHEN

f(x)= Z(ak sin(kx) + by, cos (kx)) mit E (lapl +1bp]) < +00 (I,-Folge)
k=0 k=0
= Fourier-Reihe ist gleichméfBig konvergent.

[e°]

f fx)ydx=) (ak(—cos(kt)+ 1)%+bk -%Sin(kt)
0

k=0

Korollar 6.4.3: POTENZREIHENINTEGRATION

Potenzreihen diirfen im Inneren des Konvergenzkreises beliebig oft gliedweise integriert werden.

Satz 6.4.4: SATZ UBER GLIEDWEISE DIFFERENTIATION (VERALLGEMEINERT)

Seien I :=[a,b], f, :I — R stetig diffbar, (punktweise) gegen f : I — R konvergent, (f,) gleichmé-
Big konvergent auf I.
= f stetig diffbar auf I und f'(x) = lim £, (x) Vx € 1.

(dh & (rllggof” (x)) = lim 47, () (analog fiir Reihen)

Ubung 6.4.U1: RAUM DER STETIG DIFFBAREN FUNKTIONEN

CP[a,b] mit der Norm || f llcwg.e; = 1 f oo + /Il fiir f € C [, b] ist ein Banachraum.

6.5 Banachraume und Differentialgleichungen

Satz 6.5.1:

Der Operator @ : C(I) — C(I), gegeben durch
O = [ Ot xel, FECD, dhO(HECW),

ist linear und stetig (wegen HSDI sogar C™V(1)).

Ein Operator ist eine Abbildung von unendlich-dimensionalem Raum in unendlich-dimensionalem Raum.
1P (@lc . :
Operatorennorm: | ®|| := sup WM) <b-a. — Funktionalanalysis
gec()  I8llew

g#0
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Anwendung 6.5.2: DIFFERENTIALGLEICHUNG (DGL)

Anfangswertproblem (AWP) (initial value problem): 5
y'=ay, a €R" konstant, y : [a,b] — R Funktion, hier: [a,b] = [0, 5-] =:I.

¥(0):=yo N
iy yx)=yo+a [ y(¢) d¢ (Volterra'sche Integralgleichung)

0
Funktionalanalytische Formulierung:
T:CI)—CWd)

Fir f € C(I) mit y = T'y, d.h.: Wir suchen einen Fixpunkt von T'. — Banach’'scher Fixpunktsatz
+ C(I) ist vollstandig auf kompaktem I. v/
- TfeCW) Vf e C() (Selbstabbildung). v/
+ Kontraktion?

fgecur»uvxm—ugnm:aﬁfunh—qﬂgUMt

1 1
ITf - Tgllcq, = max S“”f—g”cur)‘% :§”f—g”c<l>

af f@)-g@)de
0

= Kontraktion. v/
= 3! Fixpunkt von T' & AWP hat genau eine Losung.

Fixpunktiteration:
Wahle beliebigen Anfangswert, z.B. y, konstante Funktion. ,0-te Naherung”

v, n-te Naherung, Funktion! v, (x) = T (y,-1)(x) = yo + af Vo1 (£) d
0

yl(x)=y0+06f Yo dt = yo + ayox
0

x x 1
y2(x)=YO+af yl(t)dt=y0+a[ yo+ay0tdt:y0+ayox+a2y0§x2
0 0

1 1
ys(x)="'=y0+y0(ax+a2—x2+a3—x3)
2 6
n k
Vermutung: y, (x) =y ) (ax)
= k!
Induktionsschritt:
x n (Xk x
yn+1(x)=(Tyn)(x)=yo+af Ya (t)dt 'éyo(lﬂvz—, t* dt)
0
i 0l =y 1+’§ rfak LEVS
kIR +1) 0 g

= (ax)t

=y, —y@) =y,

—— = ype™ — Losung des AWP
=
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Ubung 6.5.U1: WEITERE DGL/AWP

GESUCHT: y: [0,22] — R mit y'(x) = xy (x) und y(0) =

’ 100

)= 1+f ty(t)dt
0

Seialso T:C [0, — C[0,25], x— 1+ [; ty(¢)dt.

’ 100

- C[0, 2] ist vollstandig (auf kompaktem Intervall). v/
- T ist nach HSDI Selbstabbildung auf C [0, 2]. v/
- Seien f,geC[0,2

> 100

IT(f)-T(@l= sup

xE[O ﬁ]

< sup fm If (- g®)ldt

’CE[O 100

fxtf(t)dt —fxtg(t)dt‘

99
sf 111 () - g (O de
0

99 99

ﬁmv gl

= T ist Kontraktion mit L = (2%, v/

Nach dem Banach’schen Fixpunktsatz hat T also einen Fixpunkt y auf C [0, 2.

) X . ’ 100
Fixpunktiteration:

Yolx)=1
x 1
yl(x):1+f tyo(t)dt:1+—x2
0 = 2

-1
yl(x):1+f0 t(1+§x2)dt=1+§x2+ﬁx4

n 2k

Vermutung: y, (x) = };) 2k p!

Induktionsschritt:

yn+1(x) =1 +[ tyn (t) dt
0

X n t2k
=14+ t) ——dt
fo 0 2!

x n 2k+1
=1+

0 I;) 2

n 2k+2 n+l ,.2k n+l .2k

X X
=1+) — =

Z (2k +2) 12k ,;an! ,;32’%'

W—’
2(k+1)

Betrachte nun:

=5 (5) di=esl3)
w2 5| s =exp| 5
=\2) R 2

Also ist y(x):=exp % die Losung des Anfangswertproblems.
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7 Differentialrechnung in mehreren Veranderlichen

7.1 Partielle und totale Ableitungen

VORBEMERKUNG:
- eY e R™ ist ein Vektor (0,...,1,...,0) = (6;;)

ien
+ bei Vektoren: oberer Index ist Nummerierung, unterer Index ist Bezug auf Komponente.
e®=(0,1)inR% ey’ =0, P =1

- Koordinatenrichtungen: x4,...,x, oder x, v,z (je nach Zusammenhang).

Definition 7.1.1: PARTIELLE DIFFERENZIERBARKEIT

Sei 9 innerer Punkt von U c R™.
f :U — R™ heiRt partiell diffbar in x© nach x; (j € n), falls

lim f (x(O) + he(j)) _ f (x(O)) _ %

h—0 :
(heR) h ax]

(x(O)) —. (:)Jf (x(O))

existiert. Dieser heilt partielle Ableitung von £ in x® nach x;.

* Ist1-dimensionale Ableitung! Alle anderen Variablen (x;, i # j) als konstant annehmen und als 1-D-Funktion
von x; ableiten.

+ Entsprechend Ableitungsregeln libertragen, soweit sinnvoll.

Beispiel 7.1.2: PARTIELLE ABLEITUNGEN

x2 X!
a) f(x1,x2)= 1;12 2, 21 #0
0 22159 — (%2 + 2%x5) - 1
%(xl,xZ): — (x12 2) , 4170
1 1
0 2%, — (224 2x5)-0 2
_f(xl,xz)z . ( 12 2) =—,x1#0
Oxg X3 X1

— Ebene (ohne x,-Achse) ist hier der Definitionsbereich.

[ @00
& f(x’y)‘{o T @»=00

(%, ) # (0,0):
of y(*+y7) —xy-2x  yr-a?
_(x’y): 5 B = B
ox x“+y (x2+y2)
of (e 4% —xy-2y | a®-y?
- (,y) = SR =x 3
dy X% +y (% + y?)

(%,3) =(0,0):

of . [, )+ (h,0)— f (x,) @p=00,. f(h,0)—F(0,0)
— (x,y)=lim = lim————2~
0x h—0 h h—0 h
50
= %Lm% h = 0 weil der Zahler =0 ist (ohne Limesbildung).

%(0,0) =0 analog.
= f auf ganz R? partiell diffbar nach x und y.
Aber: f unstetig in (0,0): Sei (,¢) =% 0= f(¢,t) = A =1—+0=1(0,0)
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Also: partiell diffbar # stetig

xy
(3) f(x,y,2)=( 2 —e" )

siny + cosz
Vektorwertige Funktionen komponentenweise ableiten

y x 0
%(x,y,2)= —e* ;%(x,y,z)= 0 ;%(x,y,z)= 2z
0x o) 9 cosy| 07 —sinz

Definition 7.1.3: TOTALE DIFFERENZIERBARKEIT

Sei x© innerer Punkt von U S R". f : U — R™ heilt (total) diffbar in x©, falls es eine lineare Abbil-

dung
L:R"—>R"
gibt, sodass
(0)+h _ (O)_L h
() |2l

h — L (h) heilt totales Differential (totale Ableitung, Fréchet-Ableitung) von f in x©.
Bezeichnung: L (h):= df (k) =: df (x©,h) = ' (x*) (h)
——

lin. Abb.

Definition 7.1.4: LANDAU-SYMBOLE

SeienDcR*, f:D—-R™, g:D —R*.

a) f(x)=o(g(x)) firx — ¢ :o hi{} @

L2 existiert und = 0.
g(x)
b) f(x)=0O(g(x)) firx — & :o Jconst. CER} :3e>0:Vxe U (E)ND)\{&}: L2 < ¢

glx) —
dh. f(x@+h) - f (@)= f'(x) =o(|A]) fir h — 0 <: f total diffbar in x.

Bemerkung 7.1.5:

Seienn=m =1, L(h) =ah (a € R konstant).

Dann ist £ (x©+ ) - f () = ah +o(lh]) fir h — 0, d h. lim LDTED = g4 0= £ (20) =a.

= Die totale Ableitung ist in 1-D die Ubliche Ableitung.

Satz 7.1.6:

a) f total diffbar in x® = f stetig in x®.
b) Die lineare Abbildung f'(x?) ist, wenn sie existiert, eindeutig gegeben.

Definition 7.1.7: JACOBI-MATRIX
Die Darstellung der linearen Abbildung
R —R™inx?

bzgl. Basen in R* und R™ als m x n-Matrix heilt Jacobi-Matrix Jf(x(m)e R,
Ilhre Determinante heil3t Jacobi-Determinante oder Jacobian.
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Beispiel 7.1.8:
Sei f(x):=Ax mitxeR*, A e R™*",
F?+n)-f(x9)=A(xP+h)-Ax?V = AR
f(x?+n)-f(x9)-ArR=0=0(hl), h—0

f in ganz R" total diffbar, ' (@) = A V& e R

Es gilt analog zu 1-D:
Seien f, g total diffbar auf D < R” und A € R beliebig.
= f+g, Af total diffbarund (f +g)' = f'+ g/, (Af) = Af".

Lemma 7.1.9:

SeiaeR", 0<qg<p<+oo.

n /P n I/q
a) (Z Iailp) < (Z Iailq) (Jensen'sche Ungleichung)
i=1

i=1

b)

S|

n n
Y lail <lalge =) _la;l  (|-|an ist euklidische Norm)
i=1

i=1

Satz 7.1.10:

Sei x¥ innerer Punkt von U € G < R", f : G — R™ in U partiell diffbar nach allen Variablen.
Wenn diese partiellen Ableitungen alle stetig in x'© sind, dann ist f in x© total diffbar.

Die Jacobi-Matrix (bzgl. kartesischer Koordinaten, d.h. beziiglich der Standardbasis (e‘f))j), ist

)= (3 )

ij iFﬂ
Jjem
Beispiel 7.1.11:
x2y? 2xy?  2yx?
a) fx,y)=|2x-4]| = f'x,y)=| 2 -1
xe” e’ xe”

= (x,y)#(0,0)
b) £(x,y)=4 =**
) Fiey {0 (x,7) = (0,0)
f Uberall partiell diffbar, %(0,0) =0, %(0,0) =0.

f nicht total diffbar in (0,0), da f unstetig in (0,0).

of .
— unstetigin (0,0)
0x

o ey P
Ox HI=Y (2 + y2)?
3 . -0t
O (0,yy= L ¥e0 =00
yx |— -0 (y—07)

= Stetigkeitsbedingung in 7.1.10 kann nicht weggelassen werden.

29
© study.woalk.de


https://study.woalk.de

7 Differentialrechnung in mehreren Veranderlichen Ana2 | V.M. | Universitat Siegen

Definition 7.1.12: GRADIENT

Im Fall f: D — R, f diffbar in x® € D < R" heilt

0x1 > 0%, ox;” " ox,

Gradient von f.

f'(a?) = i(x(m),... ﬁ(x(o))):: (z ' i)(x(o)) = gradf (x)

Definition 7.1.13: NABLA- UND VERWANDTE OPERATOREN

a) Vektorprodukt/Kreuzprodukt (nur im R?):

agbg—agbg
Fira,beR®seiaxb:=aAnb:= (a3b1 —a1b3)
a1by —asb,
9
0x1

b) Nabla-Operator: V:=| :
5o
- Firg:D — R, D CR", istalso gradg = (Vg)".
- Fir diffbares f : D — R", D <R, (gleiches n) sei

ia

i1 axi

fi=V-f =divf

die Divergenz der Funktion.
- Fir diffbares f: D — R?, D <R3, sei

il il
@f?,—%}%
rotf=Vxfi=|5-fi—5;fs|=curl f
0 el
w2 an

die Rotation von f.
« Fir zweimal diffbares g: D — R, D < R", sei

Ag:=V-Vg= div(g‘radg)T

wobei A Laplace-Operator genannt wird.
Funktionen mit Ag = 0 (Laplace-Gleichung) heiRen harmonisch.

+ Fir diffbares £ : D — R, D <R", in x gilt:
gradfi (x@)

(=)= = (VA (=), Vfn (x(o)))T
gradf,, (x)

© study.woalk.de
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Beispiel 7.1.14:

a) MAXWELL-GLEICHUNGEN (Elektromagnetische Effekte)

divD =p ~> Quelle des el. Feldes (D) sind die Ladungen p (Ladungsdichte)

rotE =-B (B = 2B, Ableitung nach der Zeit)
~ zeitlich veranderliche Magnetfelder (B) erzeugen el. Felder (E)
(Wirbelfelder, deren geschlossene Feldlinien die Anderungsrich-
tung des Magnetfelds umkreisen) — Dynamo, Generator

divB =0 ~~ Es gibt keine magnetischen Monopole.

rotH =j ~ Strome (j) erzeugen Magnetfelder (H) (deren geschlossene
Feldlinien die Strome umkreisen)

(div und rot hier nur bzgl. Ortskoordinaten x, y, z, nicht Zeit )

b) CAucHY-NAVIER-GLEICHUNG (Elastodynamik, z.B. Erdbeben)

2

2 . 2 u
a‘graddivu — frotrotu = —
& p ot?

u: I]o%?; xR — R3: Verschiebung
r el
a: Ausbreitungsgeschwindigkeit von Schallwellen (Druckwellen)

B:  Ausbreitungsgeschwindigkeit von Scherwellen
t.  Zeit
c) f(x,y,2):=ye*+xsinz
ye* +sinz
gradf (x,y,z) =(ye* +sinz, e*, xcosz) bzw. Vf (x,y,z) = e”
( X-Cosz )

Af (x,y,2)=divVf(x,y,2) = ye* +0+(—xsinz) = ye* —xsinz
x2+y
d) g(x,y,2):=| xy
ex
divg(x,y,z)=2x+x+0=3x
2¢c 1 O
gyz=ly x 0
e 0 0
= divg(x,y,z) = Spur g'(x,y,2)

L8572 (0-0 0
rotg(x,y,2)=| -2~ Lg5 | =[0—e | =] —€
82— %gl Y- y-1

Definition 7.1.15: RICHTUNGSABLEITUNG

Sei x innerer Punktvon U < R", f:U — R.
f besitzt in x© eine Richtungsableitung in Richtung v € S* 1 := {x € R||x| = 1}, falls

f(x(0)+hv) _f(x(O)) B af o
=9 (o)

lim
h—0* h
heR

existiert. _ »
vgl. normale partielle Ableitung 2£ mit Richtungsableitung in Richtung e".
J

O0x
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Ubung 7.1.0U1: GEGENBEISPIEL RICHTUNGSABLEITUNGEN UND TOTALE DIFFBARKEIT

: 2 (x,9) #(0,0)
S ‘R2 >R = g X+
el f ’ f(x7y) {0 Y (x,y) _ (0,0)

f hat Richtungsableitungen in jede Richtung v € S1, ist aber nicht total diffbar.

32
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7.2 Hohere Ableitungen

entsprechend 1-D (falls Grenzwert existent):

6 6 5f (x(0)+he(])) af (x(O)) an

99 0 iy O — £ <O

(heR)

Achtung Reihenfolge! In allen Schreibweisen: ,Das, was naher an f dran ist, zuerst.”
D.h.: bei letzterem andersrum als bei Bruchschreibweise.

Definition 7.2.1: GEBIET

G < R” heilit...

a) zusammenhingend (connected), falls gilt:
Zu je zwei Punkten x,y € G existieren endlich viele Punkte x,...,x"™ € G derart, dass die
Verbindungsstrecken xx®, xWx@ . . xm-Dxm xmyin G enthalten sind.
Dabei ist ab := {a + A(b —a)|1 €10,1[} fir a,b € R".
Man sagt auch, der Polygonzug xx®---x™y liegt in G.

N R

e AN

zusammenhangend nicht zusammenhangend

b) Gebiet (region), falls G offen und zusammenhangend ist.

Definition 7.2.2: RAUME STETIG PARTIELL DIFFBARER FUNKTIONEN

Sei G < R" ein Gebiet. Wir betrachten Funktionen f : G — R™.
CP(G,R™): Raum aller auf G (nach allen Variablen) stetig partiell diffbaren Funktionen mit
Werten in R™.
C®(G,R™): Raum aller auf G (nach allen Variablen) k-mal stetig partiell diffbaren Funktio-
nen mit Werten in R™.
C®(G):=C"® (G,R") (skalare Funktionen)

Satz 7.2.3: SATZ VON SCHWARZ

Sei G cR” Gebiet U <G offen, f € CP(G,R™), @ € U und 6325; existieren und sind stetig in x©.
jOXi

Dann ist ;L (x®) = 69?0]; (x?). (Vertauschbarkeit gemischter Ableitungen)
;0 j

Satz 7.2.4: SATZ VON SCHWARZ Il

Sei G < R" Gebiet, U = G offen, x ¥ e U, f e CV(G,R™

2 2
o°f (0) i 0) = _9°f (0)
= Gon; SXistiertin x© und 77 (x?) = e (x?)

(Verallgemeinerung von 7.2.3)

Also gilt: In C*® (G,R™) sind die gemischten Ableitungen bis einschlieRlich Ordnung % unabhingig von der
Reihenfolge der Bildung.

(9\10\ 0x3 01 (az (0 f)) 62 (03(62(61]“))):
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Beispiel 7.2.5:
Die Stetigkeitsvoraussetzung an die 2. Ableitung kann nicht entfallen:

o (x,)=1(0,0)
f(x7y)_{ xy3 SOI’]St

x2+y?

¥ (x?+ %) —xy®2x  x3y%(x? +y?) —xy*2y

grad f (x,y) = (

(x2 + y2)? ’ (x2 + y2)?
3 (yz_xz) xy? (3x2+y2))
= 5 0,0
( *2+y2" 7 (x2+y?) N7 0.0
. Of o f(R,0)=0
in (0,0): 5(0,0)—£1_I?&T =0
fy(0,0):EggM =0

= f Uberall diffbar,

. ’(»%-0)
« auf y-Achse: £, (0,y) = y(ole)Z =Yy

+ auf x-Achse: f, (x,0)=0
auch firx=y=0.
= £y (0,9 =1, f,,(x,00=0Vy,x
= [+y(0,0) # f,:(0,0)

Sind die Voraussetzungen vom Satz von Schwarz nicht erfillt?

y5 —y3x2

< (x,9) = ——= (x,9) #(0,0

fr(x, ) ey (x,) #(0,0)

ey (BB 0y -2 402
xy ) -

(x2 + y2)

= (firx #0) fiy (x,0)=0 =2 f:y(0,0)=1 nicht stetig!

, (x,9) #(0,0)

Definition 7.2.6: HESSEMATRIX

Dann heil3t
fxlxl (x) fxlxn (x)

Hy(x):= : B :
fxnxl (x) fxnxn (.’)C)

Hessematrix (Hessian) von f in x € G.

Achtung: Jacobian = Jacobi-Determinante, Hessian = Hesse-Matrix

f : G — R besitze alle (d.h. auch die gemischten) partiellen Ableitungen 2. Ordnung.

Fir f € C?(G) ist Hy (x) eine symmetrische Matrix (d.h. /,(x)" = H  (x))

© study.woalk.de
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7.3 Zentrale Satze

Satz 7.3.1: KETTENREGEL

Seif:R"2U —R™, g:R"2V —RP, f(U)SV und finéeU, ginn:=f (&) eV diffbar.
=>h=gof:U—RP (x— g(f(x))in ¢ diffbar und

R &) =g"(FENf©)
Multiplikation von Jacobi-Matrizen

pXn=pxm-mxn

somit gilt fir die (Z, j)-te Komponente von A’ (¢):

(©),, = 5= (&' (), (7 @), = 3 58 ) 5 @

Korollar 7.3.2:

Sei G < R" Gebiet, g € C? (G,R'), x? € G, veR", |v| =
Dann existiert die Richtungsableitung von g in ¥ in Richtung v und

2 (x) = (gradig () v

(euklidisches Skalarprodukt)

Bemerkung 7.3.3:

Seia,beR". =>a-b=|al-|b|-cos<t(a,b),d.h.a-b<lal|b], also:

ag ) ©
5, (£7) =[eradg («®)]
und
ag ) ©) ©) _ gradg(«?) ©)
6v )= |gradg ()| & v gradg (x?) & v = grads o)) Ve gradg () #0

d.h. grad g (x©) istin x© die Richtung des steilsten Anstiegs der Héhenlinien von g.
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Beispiel 7.3.4: POLARKOORDINATEN

x=rcosg, y=rsing; reR;, ¢ €[0,2x][

£ (re) = (rcos (,0)

rsing

gx,y) = e

= (gof) (r’(p) zg(rcos(p’ 7‘S11’1(p) — er2c0s2(p+r2sin2(p — er2

d(go 0(go 2
=>(gof) (r,p)= ( (é(;r ) (r,9), (iwf) (r,(p)) = (Zre’ ,O)

Kettenregel:

g (x.y) = 22", 290”7

(gof) (r,p)=g'(f(r,0))-f'(r.¢)

2rcos ( e’2,2rsin((p)etz).(g?§$ _r’;::sn(p(p)

= (2r cos (¢) e” +2rsin® (¢) e, —2r¥sin (¢) cos(¢) e +2r’sin (¢) cos (o) e’z)

2re’2, 0)

Satz 7.3.5:

Seien F € C?(G,R), f € C?(G,R?), G =R? Gebiet. Dann gilt:
a) rot(grad )" =0
b) div(rotf)=0
c) Af = (g_graddivf)T —rot(rotf)
(A ist komponentenweise zu verstehen)

Definition 7.3.6: (MEHRDIMENSIONALE) STAMMFUNKTION

Seien f :G — R", G < R"” Gebiet.
f besitzt eine Stammfunktion oder Potenzial F': G — R, falls f = VF auf G.
f heillt dann Gradientenfeld.

Korollar 7.3.7: INTEGRABILITATSBEDINGUNG
Sei f € C? (G, R?) Gradientenfeld, G < R® Gebiet.
=>rotf=0inG

Die Umkehrung gilt i.A. nicht!

Ubung 7.3.U1: GEGENBEISPIEL ZUR UMKEHRUNG DER INTEGRABILITATSBEDINGUNG VON GRADIENTENFELDERN

T x24y2
Sei f (x,y,2)= xzjc_yz .
0
Esistrotf =0, aber f ist kein Gradientenfeld.
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Satz 7.3.8: MWS DIFF (MEHRDIMENSIONAL)

Sei f : G — R diffbar, G < R" Gebiet, a,b € G, sodass ab < G
Dann gilt:

A eab:f(b)-f(a)=(gradf (&) -(b—a)

Satz 7.3.9: SATZ VON TAYLOR (MEHRDIMENSIONAL)

Sei G cR" offen, f e C"™*V(G,R), reN, &, +h e @G, sodass E(E+h)<SG.

0% @1, . han
=>fE+h)=f@)+ e L g,
kzi alw%e,\,c 0x|' 6 n a!a,
ay+-+anp =~k
Restglieddarstellung:
a) nach Lagrange:
0 o h{te- RO
39€10,1[, sodass R, = al,”%ENO e L ACAR N m

aj+etan =r+l
b) in Integralform:

R - [ &=V Y f(5+th)h“1 -h% dt
a 0 r! ai,...,an €Ng axil 6 0" "
ay+tap=r+l

Definition erganzend zu 7.3.9: MULTIINDIZES

a:=(ay,...,a,) € Ny" heildt bei der Verwendung in Summen/Produkten Multiindex, und es ist:
1A% =R% o fir heR”
i=1
Ialrziai =a;+--+a,
i=1
a!:=ﬁai! =a;!l---a,!
I,

_.. Differentialoperator
0x® 0x3*  Oxin ( P )

Da =

Satz 7.3.9': SATZ VON TAYLOR (MIT MULTIINDIZES)

Sei G cR" offen, f e C"™V(G,R), reN, ¢,é+h €@, sodass E(E+h) S G.

=>fE+h) =) D”‘f(f)h“+R
aEN” !
IaI<r

R.= Y —D“f(§+1‘)h)h“ f

|lal=r+1

(l—t)

Y DOf(E+th)h®dt

lal=r+1

flr ein geeignetes 9 €10, 1.
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Ubung 7.3.02: MULTINOMIALSATZ

SeiheR*, neN, k eN,. Dann gilt:

(Z . )k 5 e
i=1 ) aeNg al
lal=k

Satz 7.3.10: EXTREMA OHNE NEBENBEDINGUNG

a) Fermat'sches Kriterium fiir lokale Extrema:
Sei f € CY(G) (also: f: G — RY).
Damit £ in x© € G ein lokales Minimum oder lokales Maximum besitzt, ist notwendig:

gradf (x©) =0 <: x'© stationarer/kritischer Punkt von f
=1(z®)

b) Seien f € C?(G), gradf (x”) =0.

L N Minimum 0 , . .
Hinreichend fiir ein strenges lokales Maximum | VN f inx” € G ist, dass die Hesse-Matrix
© . | Positiv -
H; (x@)von finx negatiy | definitist

Es liegt kein lokales Minimum/Maximum vor, falls H (x?) indefinit ist.
Ist H, (x©) semidefinit, so ist keine allgemeine Aussage iiber Extrema in x® maglich.

Aus reeller linearer Algebra: DEFINITHEIT EINER MATRIX
Sei A e R**" eine Matrix.
+ A heiBt positiv semidefinit : & xTAx > 0 Vx € R".
+ A heilt positiv definit : < A positiv semidefinit und xTAx =0 & x = 0.
+ A heil}t negativ definit : < —A positiv definit.
+ A heiBt indefinit :© 3x,y e R" : xTAx >0, yTAy <0

A ist positiv semidefinit < alle Eigenwerte von A sind = 0 (d.h. in R;)
< alle Hauptminoren sind = 0 (d.h. in R;)

A ist positiv definit < alle Eigenwerte von A sind > 0 (d.h. in R")
< alle Hauptminoren sind > 0 (d.h. in R*)

Achtung! Alle Hauptminoren < 0 # A negativ definit!

Die Minoren von A sind die Determinanten der quadratischen Teilmatrizen von A.
Die Hauptminoren sind die Determinanten der quadratischen Teilmatrizen von A, die durch Streichen der letzten
Zeile(n) und letzten Spalte(n) von A entstehen,

A1,1 Aue
d.h. die k-te Hauptminoreist H, :=det | : .. : ]fUrkeQ.
123 Aur o A L 123
Bsp.:SeiA=|4 5 6 .DannsinddieHauptminoren:Hl::det(l),HZ::det(4 5),H3::det 4 5 6.
7 8 9 7 8 9
38
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Beispiel 7.3.11: '

a) f(x,y)=x*+y°

gradf (x,y) = (2x, 2y) = (0,0)
©2x=0N2y=0x=y=0

He(x,y)= ((2) g) positiv definit V (x, y)

= (lokales) Minimum bei (0,0)
b) f(x,y):=x+y, gradf (x,y)=(1,1) #(0,0) V(x,)

= kein Extremum (und da definiert auf ganz R?, kann es auch keine Randextrema geben).
c) flx,y)=x-y, gradf (x,y)=(y,2) =(0,0) o x =y =0

Hy(x,y)= ((1) (1)) indefinit

>0 a:(}

0 1 ag
denn a” a=(a,a: =a1a9+asa1 =2a1ay =
1 0 ( 1 Z) ay 1@2 201 1@2 <0 (1:(71])

= kein Extremum
d) f(x,y)=x"+y*

gradf (x,y) = (2x, 4y°) =(0,0) o x =y =0

H;(x,y)= ((2) 120y2), H;(0,0)= (g g) positiv semidefinit

= keine allgemeine Aussage moglich.
Hier im konkreten Beispiel: f (x,y) =0 und £ (0,0) = 0 = Minimum.
Aber: f (x,y):= x>+ y?, gleiche Situation (x” = (0,0), H, (x*) positiv semidefinit),

>0 >0
<0 €<0

£(0,0)=0, f(0,6)=83{

= kein Extremum.
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7.4 Geometrisches

Beispiel 7.4.1: TANGENTEN

Sei f :R" 2 G — R Funktion, x,,,1 := f (x4,...,x,) Kurve/Flache in R"*!,

n=1: Tangente in (&,7): Steigung f'(¢)
o y=f(x) Tangente y = /(&) x + B (affin linear)
F&=mn Wegen £ (&) =nistn = f/©)¢+p o p=n-F O,
alsoy=f"({)(x—<&)+n
| x
| ¢
n=2
g {Car)
| = L e e
wwfi z=——(&m) = +f (&)

51/
%}Y\;'/// Tangente in y-Richtung:
< o
T f(cf, n)-(y=m)+£(&n)

Tangentialebene an F in (&,7,{)
_es _o+ L) (y-
()= z=0+ - (6m) @ f)+ay(€,n) (y=n)

= +gradf (¢,n)- (;:g)

Aquivalente Form:

(gradf (&,m), _1)(;6:?) ~0

=(%em, Len)

Definition 7.4.1": TANGENTIALHYPEREBENE
neN\{0}:

x € G <R", f wie oben: Tangente in x© in x;-Richtung:

o= of (x“’)) (xi—xéo)) +f(x(°))

= G
Tangentialhyperebene:
%pe1 = f (29) + (grad f (x'?)) (x — ')
0 (Vf (x“”)) ( x—x© )

-1 Xpe1— f (x(O))

Normale auf 7
in (x(o),f(x“))))
V{ ist die Projektion der Normalen auf G.

Tangentialvektoren: ¢, = (0, ...,0,1,0,...,0, gf (x(o’)) mit 1 in der i-ten Komponente

Tangentialraum: {Z Ait,,

i=1

AieRViEQ}

© study.woalk.de
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Beispiel 7.4.2: HALBKUGEL (EINHEITSKUGEL)

z:=y/1-x2—-y2=f(x,y)

T
V= 1-(—2x) ’ ~2y :(_f, _z):}(x’y)
2¢/1-x2—y2 2¢/1-x%—y2 z) z

Normale: z #0

-z (x
_f = —— y =n
-1 Z\z
in(x,y,2)€R3.

Tangentialvektoren:

z

7.5 Umkehrsatz, implizite Funktionen und Lagrange-Multiplikatoren
Zur Erinnerung: 1-D-FALL

Seif:[a,b]=1— f),f e CY{U).
f'#0auf I = f ist streng monoton

= 3f ! = g, diffbar auf £ (I) und g’ (y) = f,(;m).

Jetzt: f:R"2G —-R*, f(x)=y,x=7

Definition 7.5.1: REGULARITAT UND INVERTIERBARKEIT (MEHRDIMENSIONAL)

f:R"2G — R” heilit

a) in x¥ € G regulér (regular), wenn
(i) f ineiner Umgebung von x© stetig total diffbar
(i) detf’(x@) # 0 (Jacobi-Determinante)
x© heilt dann reguldrer Punkt von f.

b) auf G regular, wenn £ in jedem x® € G regulér ist.

c) in x© lokal invertierbar, falls eine Umgebung U von x® und V von y© := f (x?) existieren,
sodass f |, : U — V bijektiv ist.

d) in G lokal invertierbar, falls f in jedem Punkt x@ € G lokal invertierbar ist.
# f global invertierbar (d.h. f|,, bijektiv)!

© study.woalk.de
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Lemma 7.5.2:

Sei G cR" offen, f: G — R", x¥ € G.
a) x9 reguldrer Punkt = 3 Umgebung U von x©, auf der f regular ist.
b) Die Menge der reguldren Punkte von f ist offen.

Vorbemerkung 7.5.3:

a) A e R kann als Element von R aufgefasst werden.
Il sei Matrixnorm, |-| sei Norm im R”".
Beide nennt man vertraglich, falls

IABI < [IAIIBI und |Ax| < Al x| VA,B e R"™, x e R"

b) Sei M < R" kompakt, f : M — f (M) stetig und injektiv.
= f1: f(M)— M stetig (analog 1-D)
c) U cR" ist Umgebung von x € U, wenn x innerer Punkt von U ist.

Ubung 7.5.01: VERTRAGLICHE NORMEN

FirneN, A e R*", x € R" sind die euklidischen Normen

lx| = sz und ”A” =\/§‘4§j
V= i=1j=1

vertraglich.

Satz 7.5.4: UMKEHRSATZ / SATZ VON DER INVERSEN ABBILDUNG

Seien G <R offen, f : G — R" und £ in x¥ € G requlér.
Dann ist f lokal invertierbar: 3 offene Umgebung U von x© mit:

(1) V:=f(U) ist offene Umgebung von y© := f (x*)
2) f|,:U — V istbijektiv, 3g:= (f|,) " :V = U
(3) gistdiffbar, g’ =(f) tog=(fog)™", dh.

() @ =(F@)" mitz=g

(' (x))"* ist inverse Jacobi-Matrix.

Beispiel 7.5.5: KREISKOORDINATEN/POLARKOORDINATEN

X1 =rcos@, xo =rsing; ¢ €[0,2x[, r e R*
Jacobi-Determinante:

det 0(x1,%3) _

a(r,¢)

(dain x; = x5 = 0: r =0, @ beliebig ware (nicht eindeutig)).
Vgl. Kugelkoordinaten aus Ubung

cos@ —rsing

2 .2
. =r +rsin“p=r
sing rcosg cos”g+rsin"g =r#0

42
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Betrachte nun: M = {(x,y) € R? |x? + y* = 1} implizite Darstellung des Einheitskreises.
Yy

K\ Yo ViTE
x «— explizite Darstellung

hier: nicht global in explizite Darstellung auflosbar.
(x=cosg, y =sing; ¢ € [0,2x[ ist Parameterdarstellung.)

Ob und wie man eine explizite Darstellung finden kann, sagt der:

Satz 7.5.6: SATZ UBER IMPLIZITE FUNKTIONEN

Voraussetzung: (x,y) e R* x R™ = R**™ G < R"*™ offen,

f:G — R™ stetig diffbar. zB:in=1m=1, (x,y) R’
fl,y)=1-x*—y*
M :={(x,y) € G|f (x,y)=0} #0, M: Einheitskreis
d.h.3(x?,y®)eG: f (x?,y®) = 0,und fiir dieses (x©, y?) gelte: | =y = \%
of %:—Z_y#OfUry:y‘o)
det ( e (x(O)’y(O)) ) #0 y
= (% (x® y("’)) w ’
0y; ’ iem !
Jjen
Behauptung: 3 offene Umgebungen U < G < R™*™ von (x©, y?) .
und W <R von x¥, und 3g € CV(W,R™), sodass ;‘-/B;(]] ; [Ri[x R™,
MU ={(x,)eU|f(x,y)=0} ={(x,g(x)) |x € W} g(x):=v1—«2
Dann ist:
d.h. M ist explizit darstellbar durch den Graphenvon y = g(x),also | {(x,y)eRxR"|1-x” 7 =0}
f,y)=0,(x,yeUoy=gx), xcW. - {(x,v 1—x2) xe]—l,l[}

d.h. letztendlich: ,Kann man ein (nicht-lineares) GLS nach bestimmten Variablen auflésen?”
reiner Existenzsatz!

Korollar 7.5.7:

Unter obiger Voraussetzung gilt:

in einer Umgebung von (x©, y®).

Bemerkung: Eventuell Variablen (x4,...,x,,y1,...,¥») umordnen, allgemein:
Rang (£’ (x'?,5?)) maximal (d.h. =m)

wieder: reiner Existenzsatz.
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Extrema mit Nebenbedingungen (Nb.)

z.B.: minimiere £ (x) = e*1** unter allen x mit |x|?> = 1 (g (x) = x2+x5-1=0).

Idee: Einsetzen von xy = +4/1 — 7.

besser:

Satz 7.5.8: LAGRANGE-MULTIPLIKATOR-REGEL
(nicht die ,Multiplikator-Regel von Lagrange®, sondern die ,Regel des Lagrange-Multiplikators*!)

Voraussetzung: G < R" offen, f € C?(G,R'), g € CY(G,R™), n > m, d.h. mehr Variablen als
Nebenbedingungen.
Maximum

i 0)) —
Minimurm | unter der Nebenbedingung g (x®) =0,

f habe in x© ein lokales

<

d.h.x© e M :={x € G| g(x) = 0} und IUmgebung / (x?) mit f (x) f (x?) Vx e (U () nM).

=

0
Ferner gelte: Rang a—g (x?)=m
X

Behauptung: Dann existiert ein (Lagrange-)Multiplikator A© := (1{,...,A?) € R™, sodass die
Lagrange-Funktion

Lx,AN):=fx)+A-g(x) (AeR™, Skalarprodukt)

in (x©@,1©) stationar ist, d.h. & (x@,1?) =0, & (x, 1) =0.

Beispiel 7.5.9:

a) G cR", f € CY(G,R) definiert Niveauflachen: {x e R"| f (x) = ¢} = M, c € R konstant.

impl. Fkt.
Sei (z.B.) % (@) #0, x¥ e M, T2 lokal auflésbar x, = g (xy,...,x,_) in Umgebung.

Normalenvektor zu M, in Umgebung von x©:

of
oxy
-1 1 . 1
_|efy . __of 0 : 0
n:(vf): (dxn) 0(x1,...,Xp) :—( f) . of :—( f) Vf
- -1 0x, ot 0x,,
;_f Skalar

= Flache, die durch f (x) = const. gegeben ist, hat Normalenvektor Vf.

z.B. Isobaren (Linien gleichen Luftdrucks)
/" Druckgradient (Richtung des steilsten Anstiegs) ist senkrecht zur Isobare.

b) Welches Rechteck hat bei gegebenem Umfang maximalen Flacheninhalt?
Rechteckfldche A (a,b) = ab, Umfang U (a,b) = 2a + 2b = y, d.h. g(a,b):=2a + 2b —y = 0.
1 Nebenbedingung = 1 € R*.
L(a,b,y)=ab+A(2a+2b-7y)
Notwendige Bedingung:

oL oL
p—a—b+2/1, £—a+2{,

=>4a=y =a=b=1I
Man kann sich leicht iiberlegen, dass es ein Maximum geben muss. Also ist dies durch das
Quadrat (a = b ="4) gegeben.
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8 Integration langs Kurven und Wegen

8.1 Kurven und Wege

Definition 8.1.1: KURVE UND WEG

Seil:=[a,b], a,beR, a<b.
Eine stetige Funktion ¢ : I — R" (n = 2) heillt Weg und ihr Bild ¢ (I) heil}t Kurve.
Den Weg ¢ bezeichnet man auch als Parameterdarstellung der Kurve.
Weitere Bezeichnungen:
* ¢ (a): Anfangspunkt
* ¢ (b): Endpunkt
+ @ ist geschlossen :< ¢ (a) = @ (b)
+ ¢ ist Jordan'scher Weg/doppelpunktfreier Weg : < ¢ injektiv
+ @ ist geschlossener Jordan'scher Weg : < ¢ geschlossen und ‘/’|Ja,b[ injektiv
. @ ist glatt/reguldr :< ¢ € CV (I) und ¢’ # 0 auf I
+ ¢ ist stiickweise glatt/stiickweise regular : < 3 endlich viele Punkte a = tg <t; <--- <t,=b,
sodass (p|[t‘,t_+1] glattist Vi € {0,...,r}.
+ ¢ ist stiickweise stetig diffbar :< 3 endlich viele Punkte a =ty < #¢; <--- <#¢,.; <&, = b,
sodass (p|[N_+1] € CO[t;,t;1] Vie{0,...,r}.

Entsprechende Begriffe fiir ¢ (I) Gibertragen (Jordan’'sche Kurve, ...).

Beispiel 8.1.2:
a) x,yeR", x#y

@:[0,1]1-R", t—x+t(y—x)

w:[0,1]1-R*, t—y+t(x—2y)
Gleiche Kurven (¢ ([0, 1]) = ¥ ([0, 1])), unterschiedliche (ndmlich: entgegengesetzt laufende)
Wege.
Geradlinige Verbindung von x und y — glatt und Jordan’sch.

Definition 8.1.3: AQUIVALENZRELATION

Sei M eine Menge.

Unter einer Relation in M versteht man eine Teilmenge ~< M x M aus Paaren (x, y), die eine be-
stimmte Eigenschaft erfiillen. Man schreibt x ~ y fiir (x,y) € ~.

Eine Relation ~ heilt Aquivalenzrelation, wenn sie folgende Eigenschaften erfiillt:

(A1) x ~x Vx € M (Reflexivitat)

(A2) x ~y o y~x Vx,y € M (Symmetrie)

(A3) x ~yAy~z=x~zVx,y,z€ M (Transitivitat)

Die Menge aller zu x € M &quivalenten Elemente von M wird als Aquivalenzklasse zu x bezeichnet
(Notation [x].), d.h. [x].:={y € M | x ~ ¥}. Man schreibt oft einfach [x], wenn die Relation klar ist.

Die Menge aller Aquivalenzklassen heit M/~ = {[x]_|x € M}.

Beispiel 8.1.4:

=, ©, ist gerade”, ... sind Aquivalenzrelationen.
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Definition 8.1.5: AQUIVALENZ VON WEGEN

a) Seien I und ¢/ Intervalle.

Zwei Jordanwege ¢ : I — R", y : J — R" zur gleichen Kurve y = ¢ (I) = w(J) heilen dquiva-
lent, wenn es eine streng monoton wachsende Abbildung & : I — J gibt, sodass ¢ =y oh.

b) Sei ¢ :I — R" ein Weg, I := [a, b]. Dann bezeichnet
@ I-R", t—@a+b-—t)

den in umgekehrter Orientierung durchlaufenen Weg.

Satz 8.1.6:

(1) Die Aquivalenz von Wegen ist tatsachlich eine Aquivalenzrelation.

u einer gegebenen Jordankurve y = ¢(I) gibt es nur zwei Aquivalenzklassen von Wegen:
2) Zuei b Jordank Y=¢{)gib iA lenzkl W
[¢] und [¢~]. Diese bezeichnet man als die beiden Orientierungen der Kurve.

Satz 8.1.7:

Seien ¢ : I — R und y : J — R" glatte Jordanwege mit ¢ € [y| oder p € [y~ ].
Dann existiert & : I — J mit y o h = ¢, wobei A bijektiv ist mit 2 € CP(I) und A’ # 0 auf I.

8.2 Weglange

Gesucht: Lange einer Kurve y cR* mit Weg ¢ : I — y.

Idee: Approximation durch Polygonziige, basierend auf einer Zerlegung Z des Intervalls I (dhnlich wie bei
Riemann-Integral).

Definition 8.2.1: WEGLANGE

Sei ¢ : I — R" ein Weg und Z eine Zerlegung von I (also: a = t, < --- < t, = b). Dann sei

1,(Z):= ri} o (1) — o (2))]

Man bezeichnet
L(¢):=sup{l,(Z)|Z Zerlegung von I}

als die Weglange von ¢.
Ist L (¢) < +oo, s0 heilt ¢ rektifizierbar.

Satz 8.2.2:

Seien @,y : I — R" zwei beliebige Wege, I =[a,b]. Dann gilt:
a) Ist ¢ Lipschitzsch mit Lipschitzkonstante A, so ist ¢ rektifizierbar mit L (¢) < A (b - a).
b) Sind ¢ und v rektifizierbar, so ist |L (¢) — L (¢)| = L (¢ — v). (Dreiecksungl. fiir Wegléngen)
c) L(¢) = |p(d)—@(a)| (,Der kiirzeste Weg zwischen zwei Punkten ist eine Strecke.”)

Satz 8.2.3:

Aquivalente Wege haben die gleiche Lénge und es gilt auBerdem L (¢) = L (¢™), d.h. die Weglénge
hangt nur von der Kurve ab.
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Man kann deshalb auch von einer Kurvenldnge sprechen, also L (¢ (I)) := L (¢).

Ist ¢ :[a,b] — R" ein Weg, dann ist (p|[a,t] Vt € Ja,b] auch ein Weg.

Definition 8.2.4: BOGENLANGE

Sei ¢ :[a,b] — R” ein rektifizierbarer Weg.
Dann heilt s : [a,b] — R mit

0 t=a
s(t):= {L(¢|[a,t]) t>a

Wegliange oder Bogenlange.

Satz 8.2.5:

Sei ¢ : I — R” rektifizierbar. Dann ist die zugehdrige Bogenlange s auf I stetig und monoton wach-
send.

Ist ¢ ein Jordanweg, so ist s streng monoton wachsend.
Ist ¢ (stlickweise) stetig diffbar, dann ist s auch (stlickweise) stetig diffbar und

t
s(t):f |’ (7)|dr Vtel
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Beispiel 8.2.6:

a) Kreisumfang:

(p(t):: (:(S:?Ii;)’ te [0,27[]
2n 2 : 2n 2n
_ / _ —rsint _ 5 i 2 o 2 _ _
L((p)_fo |<p(t)|dt—fO (rcost)‘dt_ i Vr2sin®t +r2cos ifdt—f0 rdt=2nr

Flache? — Analysis III.
b) Umgang einer Ellipse:

o ()= (ZZ;’E;), t €[0,27], hier:a > b

y
Y
A | .

—asint
bcost

<p’(t)=(

|(p’(t)| = Va2sint + b2cos?t

Sei € > 0 gegeben durch a? = b2 + €2, ¢ heilt lineare Exzentrizitat.

lo' ()| = \/b2 (sin’t +cos?t) + e2sin” ¢

2m
= L(p)= i Vb2 +e2sin®t dt

:>L((p)=bf02”\/1+(§)2tdt

Dieses Integral ist nicht weiter auflosbar.

Es existieren viele solcher Integrale. Im Gegensatz zu Ableitungen, die es immer eindeutig gibt,
kann man manche Integrale nicht eindeutig auflésen. Diese kann man dann nur numerisch
naherungsweise ausrechnen.

Ein solches Integral heil’t elliptisches Integral.
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Beispiel 8.2.6:
c) Wir konstruieren eine Kurve iterativ:

A .

Der Limes heift Kochkurve. Nicht rektifizierbar — Fraktale Geometrie.

d) Die Lange eines Graphen:
Sei f € CP1a,blund I':={(x, f (x))|x € [a,b]} = R? der zugehdrige Graph.
Parametrisierung mit x:

, 1
@ (t) = (f/(t))

b
:>L((p):f V1+(F (@) de

e) Parametrisierung iber Bogenlange: Beispiel Einheitskreis.

cost

sin t) , te[0,2m]

<p(t)=(
s(t) :fo |<p’(r)| dr =t

d.h. dies ist schon eine Parametrisierung tiber die Bogenlange.
Kreis mit Radius r:

rsint

o) = (rcost)

t
s(t)=[ rdr =rt
0

Parametrisierung tber die Bogenlange:

Denn mit der Bogenldange kann man ein paar Dinge einfacher machen.
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Bemerkung 8.2.7: TANGENTE UND NORMALE

Interpretiert man eine Kurve als eine Bahn x(#), so ist die Tangente an der Bahn in x(¢;) gleich der
Geschwindigkeit x (¢1) := x'(¢1).
Sekante durch x(¢;) und x (¢,):

t
ty—t;

t=0: w(0)=x(t)
Y(ts—t1) =x(t2)

w()=x(t1)+ (x(tz)—x(tl)){

lim ergibt: x(¢,) + tx(¢1) Tangente

to—t1

Hangt die Tangente von der Parametrisierung ab?
Seiy:J — R* mit w(J) = x(I) gegeben, wobei beides glatte Jordan-Wege sind.

%%11—’:], e C, h' #0 (streng monoton) : woh = x

Kettenregel

= &)=y (h(t)-h(t)

In x© = x(¢;) = w(ty) (= ty = h(ty)) erhdlt man also als Tangentialvektor:
+ bzgl. x: %(ty)
« bzgl. y: ¢/ (t,) = %f,“
Die Tangentialvektoren unterscheiden sich also nur durch einen skalaren Faktor # 0. Sie erzeugen

somit die gleiche Tangente.

Zum Tangentialvektor in x© gibt es eine (n — 1)-dimensionale, orthogonale Hyperebene, die Nor-
malenebene. Sie ist gegeben durch

(x—x(o))~t:0

wenn ¢ Tangentialvektor in x© ist (siehe oben).

Nimmt man die Bogenldnge als Parameter, so erhalt man: Sei ¢ : [a,b] — R, s — ¢(s) eine solche
Parametrisierung, [¢,d] 3 t — s(f) Bogenlange.

= ¥ (t):= @(s(t)) neue Parametrisierung (zu der s die Bogenlange ist).

Tangentialvektoren:

%W(t)= %<P(S(t))= (;—(5% = 3—(5 (;_1/:‘

=> ((11—(5 = %/‘%‘ Tangentialeinheitsvektor (wenn (31—1;/ # 0 z.B. glatter Weg
d

= d—f =1

2
> d—f ist ein Normalenvektor — die Hauptnormale.
S

Fir den Fall ¢" (s) # 0 fihrt man folgendes ein:
* |@"(s)|: Kriimmung

« —L_: Kriimmungsradius (Radius eines Kreises mit der gleichen Kriimmun
0"
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Satz 8.2.8:

Jeder stiickweise diffbarer Jordanweg ist rektifizierbar.
Dies gilt auch fiir stiickweise stetig diffbare geschlossene Jordanwege.
Die Formel aus 8.2.5 ist somit anwendbar.

8.3 Kurvenintegrale

Schwerpunkt von n Massepunkten
Seien die Massen my,...,m, an den Orten x©, ... x™.
1 n

c o — @
Schwerpunkt: s = - 3.7 ; m;x"

Gesamtmasse: M =", m;
Wie sieht das bei kontinuierlich verteilten Massen aus?
Sei @ : I — R" ein Weg und p : ¢ (I) — R die lineare Dichte (Masse pro Léangeneinheit). Wir unterteilen die Kurve

in Teilstlicke gemal einer Zerlegung Z von I.
Fur die Gesamtmasse M gilt:

n-1 n-1

inf _p(@®)(sti)—sEN<M<Y sup p(p®)(s(ti1)—5(t))

i=o te[titis1] i=0 tet;,ti1]

b
Diese Unter- und Obersummen fiihren zu dem Riemann-Stieltjes-Integral f p(p@®)ds(?),

Definition 8.3.1: KURVENINTEGRAL

Seip:1I — R", I:=][a,b], ein Jordanweg einer rektifizierbaren Kurve y := ¢ (I) mit Bogenldngen-
funktions: I — R.

Ist f : ¥ — R (wenn vektoriell, dann komponentenweise) eine Funktion, sodass das Riemann-
Stieltjes-Integral

b
f fle®) ds(t)=1ff(x)ds

existiert, so nennt man f integrierbar langs der Kurve y und fyf ds das Kurvenintegral von f langs
der Kurve y (bzgl. der Bogenlange).

Satz 8.3.2:

Sei y <R eine Jordan'sche rektifizierbare Kurve und f : y — R eine gegebene Funktion.
Existiert das Integral langs y

fyf(x)ds

fir mindestens eine Parametrisierung ¢ : I — v, so existiert dieses fir alle Jordan’schen Parame-
trisierungen von y und fiihrt stets zum gleichen Ergebnis (daher Kurvenintegral).

Wir befassen uns nun genauer mit dem R.-S.-Integral

b
f f(@)do (@)

Hierbei lassen wir die Bedingung fallen, dass o monoton wachsend ist.
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Definition 8.3.3: VARIATION

Fir eine Funktion f : I — R auf I :=[a,b] und eine Zerlegung Z von I definieren wir die Variation

r-1
Var(Z;f):=Y_If (tir)— F (&)
=0

Ferner heif3t
V()= VZ (f):=sup{Var(Z;f)| Z Zerlegung von I}

die Totalvariation von f.

f heilt von beschrankter Variation (bounded variation), wenn V (f°) < +oo.

BVia,b]:={f :[a,b] — R|V(f) < +oo}

Satz 8.3.4: RAUM DER FUNKTIONEN BESCHRANKTER VARIATION

BV]a,b] ist eine R-Algebra.
Es gilt:

VAf +8)=<IAIV(f)+V(g) VAER, f,g € BV]a,b]
Vife)<Iflo V@ +Ilgl V() Vf,g€BVla,b]

AuBerdem sind alle f,g € BV[a, b] beschrankt.

Ubung 8.3.01:
BV]a,b] ist ein normierter Raum durch die Norm
1 leviao1:= Va () +1f (@)
fur f € BV[a,b].

Satz 8.3.5:

Folgende Funktionen auf I sind stets von beschrankter Variation:
(1) monotone Funktionen.
(2) Lipschitzstetige Funktionen.

Satz 8.3.6: DARSTELLUNGSSATZ VON JORDAN

Eine Funktion f : [a,b] — Rist genau dann von beschrankter Variation, wenn sie als Differenz zweier

monoton wachsender Funktionen darstellbar ist.
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Satz 8.3.7:

Sei f € Cla,b]und g € BV[a,b]. Dann existiert

ﬁbfdg

und es gilt
b
| 1

Da die Bogenlange s monoton wachsend ist, ist sie nach 8.3.5 von beschrankter Variation. Somit existiert das

Kurvenintegral fab f (x) ds fir alle stetigen Funktionen f.
Nach Satz 8.2.5 ist s auBerdem stetig diffbar, wenn ¢ stetig diffbar ist. In diesem Fall gilt noch mehr.

< Iflle-Va(g)

Satz 8.3.8:
Sei f : I — R Riemann-integrierbar, I :=[a,b], g € CY(I).
b b b
Dann existiertf fdg,und es giltf fdg:f f@)-g'(t)dt.

Korollar 8.3.9:

Sei ¢ : I — R” ein rektifizierbarer, stiickweise stetig diffbarer Jordan’scher Weg.

Dann gilt Vf : p(I) — R, firr die [, f ds existiert, dass:

b
fds=f fle®) ¢ @)|at
o) a ~——

= s'@t)
(8.2.5)

Die Kurvenlénge ist also L (¢) = [, 1 ds.
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Beispiel 8.3.10:

cost
sint
Sei K, (0) die Kreislinie.
Gesamtmasse:

Einheitskreis ¢ (t) = ( ), t € [0,27], mit Massendichte p (x,y):= x? + 2y2.

21
M= pds:f p(cost, sint)-|¢ ()| dt
K1(0) 0
2
:f (cos®¢+2sin’t)-1d¢
0
2
:f 1+sin®¢ d¢
0
1 . 21
= 5(3t—s1ntcost)|0 =3n

Schwerpunkt:

1
S = M(f xp(x,y)ds,f yp(x,y)ds)
K1(0) K1(0)

1 x)
= — X, dS
M K1(0>(y P, )

1 21 21
:—([ cost(1+sin2t)-1dt,f sint(1+sin2t)-1)
3 0 0

partielle Integration

8.4 Wegintegrale

Definition 8.4.1: WEGINTEGRAL

Seigp:I - R, I:=][a,b], ein rektifizierbarer, Jordan'scher Weg und y := ¢ (I).
a) Fur f:y — Rsei

b
ff(x)dxk ==f fle@®)de,(t); ken
"] a

das (skalare) Wegintegral von f bzgl. x, langs ¢, sofern das Integral existiert.

b) Fir F :y — R™ mit den Komponenten Fy,...,F, sei

n

fF(x)-dx:szldxl +Fydxy +---+ F, dx, :=Zka(x)dxk
¢ 4 @

k=1

das Wegintegral oder Arbeitsintegral von F' langs ¢, sofern das Integral existiert.

Bei geschlossenen Wegen schreibt man auch ¢ statt [.

Die bekannten Rechenregeln fiir R.-(S.)-Integrale libertragen sich auf das Wegintegral, insbesondere fiir stiick-
weise stetig diffbare ¢, da dann nach Satz 8.3.8 gilt:

b
ff(x)dxk =f fle@®) g, (0 dt
7] a

n b b
[Faraz=3. [ Flem)aoa= [ Floo)-¢ o
@ i=1Ja a
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Beispiel 8.4.2:

K, (0) = R? (Einheitskreis) wie im letzten Beispiel.

o) = (“’St), t € [0,27];

sint
O(f) = (Zﬁgg) te[0,11;
w(t)= (_c;srft) t €10,271;
p~D, y~q.
Sei F (x,y):= (_yx .

o sint —sint 2m
prd(x,y)—ﬁydx—xdy—fO (—cost)'( cost )dt— | (-1)dt=-2n

_ (7 sin2t) | (-2sin@t)) ,, (" _
jng- d(x,y) _fo (— cos(2t)) ( 2cos(2t) ) d¢ = 2f0 (-Ddt=-2n

2T (_sint| (—sint 2n
?iF-d(x,y)sz (—cost)'(—cost)dt:fo 1dt =27

Das Wegintegral ist also wegabhéngig.

Beispiel 8.4.2:

Seinun G (x,y):= (_xy)

—sint cost
7" cos(2t) | (-2sin28)) ,, o "o 9 T
pr- d(x,y) —/O (—sin(Zt)) ( 2c0s(2t) ) d¢ —2f0 2sin(2t)cos(2t) dt = cos (2L‘)|0 =0

2 ol 2
fG-d(x,y):f (Ziﬁ;)(_i:;;) dt=—2f sintcostdt =0
v 0 0

Aber offenbar nicht immer!

21 e 2 o
fG.d(x,y) :f ( cost )( s1nt) dt = (—2sintcost)dt =c052t'0 =0
@ 0 0

Satz 8.4.3: AQUIVALENZ UND WEGINTEGRALE

Seien ¢,y dquivalente, glatte Jordanwege zur Kurve y < R”. Dann gilt
[F(x)dx =fF(x)dx VF:y—-R",
@ v

fur die die Integrale existieren.

Korollar 8.4.4: WEGINTEGRAL DER GEGENSATZLICHEN ORIENTIERUNG

Seien ¢ :[a,b] — R" und v : [c,d] — R" glatte Jordanwege zur Kurve y, wobei 1 ~ ¢~. Dann gilt:
fF(x)-dx = —fF(x)-dx VF:y—-R",
¢ v

fur die das Integral existiert.
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Satz 8.4.5:
Sei G < R" Gebietund F' : G — R" stetig.
Fir alle folgenden Wege gelte, dass sie rektifizierbar, Jordan’sch und stiickweise stetig diffbar sind,

sowie in G verlaufen (y € G).
Folgende Aussagen sind aquivalent:

(1) F ist ein Gradientenfeld, d.h. 3V e CY(G): F =VV
(2) Alle Wegintegrale von F' sind wegunabhangig.

fF(x)-dx hangt nur vom Anfangs- und Endpunkt ab.
P

(3) Integrale von F' (iber geschlossene Wege verschwinden stets:
fF(x)-dx =0
¢
Gelten diese Aussagen, gilt fir ¢ : [a,b] - R*, F =VV:
fF(x)- dx =V (p(b)) -V (p(a))
7]
Man schreibt dann auch

an(x)~dx::fF(x)-dx
4 [

wenn @ (a) =:¢, @(b) =:1.

Satz 8.4.6: INTEGRABILITATSBEDINGUNGEN

Sei G € R” ein Gebiet und F € CY(G,R").
Ist F' ein Gradientenfeld in G, so gelten die Integrabilitatsbedingungen:
OF; OF,

=— Vi,ken
0x, Ox; -

Bemerkung 8.4.7:

a) Es reicht offensichtlich, die Integrabilitdtsbedingung fiir i < % zu priifen.
b) Im R3 ist die Integrabilitdtsbedinung dquivalent zu rot F = 0.

c) Die Umkehrung gilt nicht. Die Integrabilitdtsbedingung ist notwendig, aber nicht hinreichend
fiir ein Gradientenfeld.

Gegenbeispiel zu c):

y

fx,y)= ( ) , (x,7) € R2\{(0,0)}

5 5
.\"Z +y©

f erfillt die Integrabilitdtsbedingung % = % ist aber kein Gradientenfeld.
Siehe auch 7.3.01.

Ein Satz als Einschub:
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Satz 8.4.8:

Seien I, Intervalle in R, I kompakt, J offen, f : I x J — R stetig partiell diffbar.
Definiere F' : J — R derart, dass

F(y):ff(x,y)dx fiir y € J
I

0
= F stetig diffoar und F' (y) = f a—f(x,y) dx Vyed.
10y

d.h. Differentiation und Integration nach verschiedenen Variablen diirfen vertauscht werden.

Fiir die Umkehrung von 8.4.6 braucht man eine Zusatzbedingung an den Definitionsbereich G:
Eine mogliche Bedingung derart ist, dass G sternférmig ist.

Definition 8.4.9: STERNFORMIGES GEBIET
Ein Gebiet G < R" heillt sternformig (star-shaped), wenn es einen Punkt z € G gibt, sodass
zxcGVxe@

Man sagt dann auch ,G ist bzgl. z sternférmig” oder ,z ist Sternpunkt von G*“.

N\ /
N7l

Satz 8.4.10:

gung erfiillt.
Dann ist F' ein Gradientenfeld (hinreichende Bedingung).

Sei G < R" ein sternférmiges Gebiet und F € CV (G, R") eine Funktion, die die Integrabilitatsbedin-
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Beispiel 8.4.11:

a) Gravitationskraft eines Massenpunktes im Ursprung:
M
Fx)= —y-%, xER*\ {0}
x

Gravitationskonstante

Masse des Massenpunkts

Masse im Gravitationsfeld

Vektor von Massenpunkt M zu Masse m

Das zugehorige Potenzial (im physikalischen Sinne) ist:

8 3 R

1
V(x):=—yM—
||

sodass F'(x)=-mVV.
=>rotF=0
Aber: R3\ {0} ist nicht sternférmig!

d.h.: Es gibt auch Gradientenfelder auf nicht-sternférmigen Gebieten (hinreichende Bedingung,
nicht notwendig).

Nach 8.4.5 hangt die Arbeit, die im Gravitationsfeld verrichtet wird, nur vom Potenzial am
Anfangs- und Endpunkt ab.

b) siehe Gegenbeispiel von 8.4.7.c).

x2+y?

fx,y)= 5= (_xy) kein Gradientenfeld, es erfiillt die Integrabilitdtsbedingung, R% \ {0} nicht

sternférmig.

Wir berechnen nun das Arbeitsintegral langs eines geschlossenen Weges ¢(t) := ((S:i)ﬁ ;) , L€
[0,27]:

1 —sint| [—sint 2
if-d(x,y)zfo il (cost)'(cost)dt:fo 1d¢ =27 #0

2

sin? + cos?

Aber: Beispielsweise H := {(x, y) € R?|x > 0} ist sternférmig. Damit ist £ |, ein Gradientenfeld.
Gemal Beweis von 8.4.7 erhalten wir wie folgt eine Stammfunktion:

(x,)

Vix,y)= f(x,y)d(x,y)

0,1)

Wegen der Wegunabhéngigkeit: verwende Polygonzug (1,0)(x,0) (x, y).

1. TeIL: (p(t)=(1+t((;c_1)), te[0,1]

:»fwf-d@,y)=f01%-(?)-(x51)dt=o

2. TEIL: ¥ (t):= (t’;) te[0,1]

1 1 _ 1
=‘ff~d(§,§)=f ﬁ( ;y)-(o)dt:f %dt:---:arctanf
v 0o x*+(ty) Yy 0 x*+ty y

=>Vi(x,y)= arctanj”—c wenn (x,y) € H. V ist nicht stetig fortsetzbar auf H.

Ende des 2. Semesters.
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