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5 Eindimensionale Differentialrechnung

5.1 Ableitungen

Aus dem 1. Semester, Analysis I:

Definition 5.1.1: DIFFERENZIERBARKEIT

Bemerkung 5.1.2: DIFFERENZIERBAR AUF ABGESCHLOSSENEN INTERVALLEN

Satz 5.1.3: DIFFERENZIERBARKEIT UND STETIGKEIT

Satz 5.1.4: ABLEITUNGSREGELN

Satz 5.1.5: KETTENREGEL

Lemma 5.1.6: ABLEITUNG DER UMKEHRFUNKTION

Ende des 1. Semesters. Ab hier Analysis II.

Beispiel 5.1.7: DIFFERENZIERBARKEIT VON POLYNOMEN

Liste wichtiger Ableitungen:

Definition 5.1.8: STETIGE DIFFERENZIERBARKEIT

5.2 Zentrale Satze

Satz 5.2.1: SATZ VON ROLLE

Satz 5.2.2: MITTELWERTSATZ DER DIFFERENTIALRECHNUNG (,MWS DIFF")
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Korollar 5.2.3:

Definition 5.2.4: UMGEBUNG

Betrachte folgende Grenzwerte:

" T ,
lim x—, a >0, neN\{0} %/
x—+o0 @aX

Zahler und Nenner — +oo

~

Inx

lim xIlnx = lim
x—0* x—0t

Zahler — —oo, Nenner — 400
Das ist ein Problem. Lésung (in den meisten Fallen):

Satz 5.2.5: L'HOPITAL'SCHE REGEL

Beispiel 5.2.6: LH6PITAL

Satz 5.2.7: SATZ VON TAYLOR

Das Restglied entspricht dem Fehler bei der Taylorentwicklung. Fiir eine beliebig oft diffbare Funktion £, fiir die
R, :(x) 2=, 0 konvergiert, konvergiert das Taylorpolynom zur Taylorreihe, und ist die Potenzreihenentwicklung
dieser Funktion (wegen dem Identitatssatz fiir Potenzreihen eindeutig).

Definition 5.2.8: EXTREMA

Satz 5.2.9: EXTREMA DURCH ABLEITUNGEN

Bemerkung 5.2.10:

Beispiel 5.2.11:

Satz 5.2.12:

© study.woalk.de


https://study.woalk.de

5 Eindimensionale Differentialrechnung Ana2 | V.M. | Universitat Siegen

5.3 Folgen und Reihen von Funktionen Il

Bemerkung 5.3.1: DIFFERENTIATION IN C

Beispiel:

_ fe+h)=f(2) _ @+h)2-22 _ 22+2hz+22-22 _ h—0 H / _
a) f(z)=2% ) - AR E o 2 adhet =2z +h — 2z = f komplex diffbar, f'(z) = 2z

b) f(z)=1z|.Seizo € C\{0}, zo =re'’, r >0, p €[, n[
f(zoth)—f(20)=lzo+h|—|20l
Spezielle Anndherung fir A — 0: zo + A, := rei(v+)
Andere Annherung: zo + A, = (1-1) e d.h. b= —Lre®
= f in keinem z, € C komplex diffbar. Aber: f in z, € R\ {0} reell diffbar, nur in z, = 0 nicht.
Also: reell diffbar # komplex diffbar.

Satz 5.3.2: SATZ UBER GLIEDWEISE DIFFERENTIATION

Beispiel 5.3.3: GLIEDWEISE DIFFERENTIATION

Satz 5.3.4: LOKALE ENTWICKELBARKEIT IN EINE POTENZREIHE

Nicht jede C*-Funktion ist (lokal) in eine Potenzreihe entwickelbar (d.h. analytisch)!

Beispiel 5.3.5:

(Beachte: Aus ,f'(x), x # xo gegeben” und ,lim ' (x) existiert” folgt nicht generell die Diffbarkeit von f in x,.)
xX—X(

Ubung 5.3.01:

Differentialgleichung:
f'(x)=cf (x), c € R konstant.

Potenzreihenansatz: f (x) =Y a,x", f'(x) =Y, a,nx"!
Also: f'=cf © Y2 a,x" =Y, ca,nx"*

Wegen Identitia:_tssatz fir Potenzreihen: a,.1(n+1)=ca, YneN,
= a, =ao%; Ubung aus Analysis |.

& (cx)"

:aoecx
n!

[e¢] Cn
= f(x)= Zao—'x” =ag
n=0 n: n=0

a, frei wahlbar (Anfangsbedingung).

— Wachstums- oder Zerfallsprozesse.

© study.woalk.de
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6 Das Riemann-Integral in R!

Problem:
Einfacher Fall:

Komplizierter:

Idee:

MATHEMATIK (Leibniz)
Berechnung komplizierter Flachen

Rechteck mit Seitenléangen a, b,
Flache=a-b

f :[a,b] — R Funktion.
Gesucht: Flache zwischen Graph von f
und x-Achse.

Annadherung durch kleine (schmale)
Rechtecke z.B. konst. Breite Ax = 22

// f(x)

Flache des i-ten Rechtecks: £ (¢;)- Ax.

Flache = Y1) £ (&) Ax

PHysIk (Newton)
Berechnung Energie/Arbeit

Kraft konstant Iangs des Weges, Arbeit
= Kraft - Weg

f :[a,b] — R skalares Kraftfeld ent-
lang des 1-dimensionalen Weges [a, b]
Gesucht: Verrichtete Arbeit.

Unterteilung des Weges in kleine
Stiicke mit naherungsweise konstan-
ter Kraft.

Stiicke: [a+i%2, a+(@+1) 2] = I,
(n Intervalle, i € n).

Arbeit fur Teilstlick I;: f;-Ax; f; = Kraft
auf Teilstiick I;, = f(&;) firein &; € I;.
Gesamtarbeit = Y770 £ (&;)- Ax

tatsachliche Flache/Arbeit:

lim Y. £ (£0) b2

n—00 i=(

6.1 Definition & einfache Eigenschaften

n

Definition 6.1.1: ZERLEGUNG UND RIEMANN-SUMMEN

Betrachtet werden muss nun fiir jedes n = n, € N jede Zerlegung Z™, dhnlich Grenzwerte.

Lemma 6.1.2:

Definition 6.1.3: RIEMANN-INTEGRALE

Achtung: Wir benutzen nirgendwo Betrage. ,Flacheninhalt unter dem Graphen” gilt also nur (ber der x-Achse.

Lemma 6.1.4: RIEMANN-INTEGRABILITATSKRITERIUM

Beispiel 6.1.5: RIEMANN-INTEGRIERBARKEIT

Definition 6.1.6:

© study.woalk.de
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Lemma 6.1.4 gilt auch fiir R.-S.-Integrale.

Beispiel 6.1.7: HEAVISIDE/DIRAC

Satz 6.1.8: WEITERE INTEGRABILITATSKRITERIEN

Ab jetzt: o (x) = x. Also:

f diffbar auf [a,b] = [ stetig auf [a,b] = f R.-intbar

V= =
z.B.: fil-1,1]1-R x—Ixl  f:[-3,i] -R x— |x
Bzgl. der GauRBklammer: lx] :=max{n € Z|n < x} ,abrunden”, unstetig in 0.
11

Sei Z Zerlegung von [-21,2 =-1.

|, sei I; das Intervall mit der Eigenschaft, dass x;_; <0 < x;. = M; =0, m;
Fir alle anderen Intervalle ist f konstant

J

=>8(Z)-s(Z)=(0-(-1))-1;=1;

Durch Verfeinerung der Zerlegung kann /; beliebig klein werden. Wegen dem Integrabilitatskriterium (Lemma
6.1.4): f R-intbar auf [—1,1]. Aber eben unstetig in 0.

272

Alternativ: [x] ist monoton wachsende Funktion. = R.-intbar.

Definition 6.1.9: RIEMANN-ZWISCHENSUMME

Satz 6.1.10: (DEFINITION NACH RIEMANN)

Satz 6.1.11: EIGENSCHAFTEN DES RIEMANN-INTEGRALS

Definition 6.1.12: UMKEHREN DER INTEGRATIONSGRENZEN

Bemerkung 6.1.13: INTEGRAL FUR KOMPLEXWERTIGE FUNKTION

Lemma 6.1.14:

Ubung 6.1.01:

Ubung 6.1.02: CAUCHY-SCHWARZ-BUNJAKOWSKI-UNGLEICHUNG (CSB)

© study.woalk.de
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6.2 Zentrale Satze

Satz 6.2.1: MITTELWERTSATZ DER INTEGRALRECHNUNG

1
b—a

b
f f (x) dx heil3t Integral-Mittelwert von f.

Satz 6.2.2: HAUPTSATZ DER DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG (HSDI)

Tabelle von Stammfunktionen:

f=F F (+ Konstante)
coshx sinhx
sinhx coshx
cosXx sinx
sinx cosx
e* e*
x® Lx* L a#-1bzw. Inlx|, a=-1

Die Differenzierbarkeitsordnung wird oft als Mal¥fiir die ,Glattheit” einer Funktion angesehen, d.h. Integrieren

,glattet” eine Funktion und Ableiten ,raut” eine Funktion auf.

Beispiel 6.2.3: HSDI

o

|h. man schreibt F (x)|" = F (b) - F (a)

Satz 6.2.4: PARTIELLE INTEGRATION (INTEGRATION BY PARTS)

Beispiel 6.2.5: ANWENDUNGEN PARTIELLER INTEGRATION

Satz 6.2.6: SUBSTITUTIONSREGEL

Beispiel 6.2.7: ANWENDUNGEN DER SUBSTITUTIONSREGEL

Definition 6.2.8: UNBESTIMMTES INTEGRAL

Beachte:

Beispiel 6.2.9:

© study.woalk.de
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Daher schreibt man oft auch eine Stammfunktion als Reprasentant. Das +const. stimmt fir stlickweise defi-
nierte Funktionen ohnehin nicht mehr, also kann man es auch weglassen, wenn der Zusammenhang klar ist.

Beispiel 6.2.10: PARTIALBRUCHZERLEGUNG

Alternative zum Koeffizientenvergleich: Einsetzmethode/Zuhaltetechnik

. - 8x+9 _ 8x+9 _ A | B C _
Bsp.: f (x):= (x+2)(x2+62+9) ~ (x-2)(x+3)? ~ x-2 tas T a2 Unbekannte (72 = 3).

« Hauptnenner bilden, Zahler:
8x+9=A(x+3*+B(x-2)(x+3)+C(x—2),
zunachst Vx € R\ {—3,2}, durch stetige Fortsetzung Vx € R.

« Einsetzen von n Punkten, inkl. Nullstellen des Nenners
x=-3:-15=C-(-5)=>C=3

x=2:25=A-256=>A=1

zB.x=0:9=9+B-(-6)+(-6)=B=-1
-1 3
+ + ‘
x—2 x+3 (x+3)?

3
dx =1 -2]-1 +3|—-——
:>ff(x) x=In|lx—-2|—-1In|x+ 3| ~+3

=>f(x)=

Folgende Terme konnen bei einer Partialbruchzerlegung allgemein auftauchen:

« xf, ReN, [xFdx = Z5ab!

+ —, keN\ ({0}, Substituiere t =x—a, [ d¢ ...

(x_a)k )

. ﬁ, k €N\ {0}, c? <d — verschiedene Substitutionen (sofern méglich)

im Zweifelsfall konsultiert man Integraltabellen, z.B. Bronstein, Semendjajew.

Beispiel 6.2.11:

6.3 Uneigentliche Integrale

Definition 6.3.1: UNEIGENTLICH INTEGRIERBAR

Beispiel 6.3.2: UNEIGENTLICHE INTEGRALE

Satz 6.3.3:

© study.woalk.de
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Lemma 6.3.4:

Satz 6.3.5:

Beispiel 6.3.6:

Definition 6.3.7: CAUCHY'SCHER HAUPTWERT

Satz 6.3.8: INTEGRALKRITERIUM FUR REIHEN

Beispiel 6.3.9: INTEGRALKRITERIUM

Ubung 6.3.01: INTEGRALKRITERIUM

© study.woalk.de


https://study.woalk.de

6 Das Riemann-Integral in R! Ana2 | V.M. | Universitat Siegen

Fir a =0 gilt:
Sei c € ]e, +ool.

x(Inx)® x Inx gwyr=lnx Ji0 x

X 1

=) ——— =4oofira=1

nggn(lnn)“ o
Seinunalso ¢ e R\ {0,1}, c €11, +oo].

¢ 1 c1
/ —dx =f ~= ‘(Inx) “dx
1 x(Inx) 10X v(x)

u(x)

1 ¢ ‘1
o n_xa Inx-(~a)(Inx)™ dx = (Inx) ™! +af = (Inx) ™ dx I=J5
(1nx) 1 ul) v'(x) 1 X
u(x)v(x)
©1
@(1—04)[ Z(lnx) *dx =(nle) " = (n|1]) "o ...

—-a+1

‘1 c—too |+ 1
:>f —(nx) “dx &= %0 @s
1 X 0 a>1

+o00o 1 1
Analog dazu istf —(nx) *dx=+4ocoflra<1. = Z ﬁ konvergent © a > 1.
2 n=2 n

c 1 c 1 1 L Inc 1 oo
f dx:f - dx S“b“é‘”“”f Zde "' IxI —lnllnc|—1n|1n2| =2 too
2 2 1 n

Bei ¢ — +oo gilt: Inc — +o0. Ist @ < 1, so steht Inc im Zahler. Ist @ > 1, steht Inc im Nenner.

(Geht aber auch ohne Integralkriterium tber Cauchy'schen Verdichtungssatz.)

6.4 Folgen und Reihen von Funktionen Il

Satz 6.4.1: SATZ UBER GLIEDWEISE INTEGRATION

Auch hier wieder: Vertauschen von Grenzwerten (Integral ist auch Grenzwert).

N
Entsprechend fiir Reihen: Sei f,, : [a,b] — R R.-intbar Vn und konvergiere ) f, oo, [ gleichmaBig.
n=0

b b oo [eS) b
= f R-intbar und f f(x)dx :f Y fulx)dx = Zf fn () dx
a n=0Ja

a n=0

Beispiel 6.4.2: FOURIER-REIHEN

Korollar 6.4.3: POTENZREIHENINTEGRATION

Satz 6.4.4: SATZ UBER GLIEDWEISE DIFFERENTIATION (VERALLGEMEINERT)

Ubung 6.4.U1: RAUM DER STETIG DIFFBAREN FUNKTIONEN

© study.woalk.de
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6.5 Banachraume und Differentialgleichungen

Satz 6.5.1:

Ein Operator ist eine Abbildung von unendlich-dimensionalem Raum in unendlich-dimensionalem Raum.

1P @)l . .
Operatorennorm: | ®|| := sup — 2 o p_q. — Funktionalanalysis
geC(I) ”g”c(z)
g#0

Anwendung 6.5.2: DIFFERENTIALGLEICHUNG (DGL)

Ubung 6.5.U1: WEITERE DGL/AWP

1
© study.woalk.de


https://study.woalk.de

7 Differentialrechnung in mehreren Veranderlichen Ana2 | V.M. | Universitat Siegen

7 Differentialrechnung in mehreren Veranderlichen

7.1 Partielle und totale Ableitungen
VORBEMERKUNG:
- eV e R" ist ein Vektor (0,...,1,...,0)= (6;;),,
+ bei Vektoren: oberer Index ist Nummerierung, unterer Index ist Bezug auf Komponente.
e®=(0,1)inR% ey’ =0, e’ =1

+ Koordinatenrichtungen: x,,...,x, oder x, y,z (je nach Zusammenhang).

Definition 7.1.1: PARTIELLE DIFFERENZIERBARKEIT

* Ist1-dimensionale Ableitung! Alle anderen Variablen (x;, i # j) als konstant annehmen und als 1-D-Funktion
von x; ableiten.

+ Entsprechend Ableitungsregeln libertragen, soweit sinnvoll.

Beispiel 7.1.2: PARTIELLE ABLEITUNGEN

Also: partiell diffbar % stetig

Definition 7.1.3: TOTALE DIFFERENZIERBARKEIT

Definition 7.1.4: LANDAU-SYMBOLE

Bemerkung 7.1.5:

Satz 7.1.6:

Definition 7.1.7: JAcoBI-MATRIX

Beispiel 7.1.8:

Es gilt analog zu 1-D:
Seien f, g total diffbar auf D < R" und A € R beliebig.
= f+g, Af total diffbarund (f +g)' = f'+ g, (Af) = Af".

12
© study.woalk.de
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Lemma 7.1.9:

Satz 7.1.10:

Beispiel 7.1.11:

Definition 7.1.12: GRADIENT

Definition 7.1.13: NABLA- UND VERWANDTE OPERATOREN

Beispiel 7.1.14:

Definition 7.1.15: RICHTUNGSABLEITUNG

Ubung 7.1.01: GEGENBEISPIEL RICHTUNGSABLEITUNGEN UND TOTALE DIFFBARKEIT

13
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7.2 Hohere Ableitungen

entsprechend 1-D (falls Grenzwert existent):

990 (2?) = lim ;_92 (x? + he?) - %; (=) _f (x9) = £ (2)
0x; Ox; _(}En% h  0x;0x; T g

Achtung Reihenfolge! In allen Schreibweisen: ,Das, was naher an f dran ist, zuerst.”
D.h.: bei letzterem andersrum als bei Bruchschreibweise.

Definition 7.2.1: GEBIET

Definition 7.2.2: RAUME STETIG PARTIELL DIFFBARER FUNKTIONEN

Satz 7.2.3: SATZ VON SCHWARZ

Satz 7.2.4: SATZ VON SCHWARZ Il

Also gilt: In C*® (G,R™) sind die gemischten Ableitungen bis einschlieRlich Ordnung % unabhéngig von der
Reihenfolge der Bildung.

0 =0, (02(35f)) = 0(85 (B2 (B:1)) = ...

5=
0x10x50x3

Beispiel 7.2.5:

Definition 7.2.6: HESSEMATRIX

Fir f € C?(G) ist Hy (x) eine symmetrische Matrix (d.h. /,(x)" = H , (x))

7.3 Zentrale Satze

Satz 7.3.1: KETTENREGEL

Korollar 7.3.2:

Bemerkung 7.3.3:

14
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Beispiel 7.3.4: POLARKOORDINATEN

Satz 7.3.5:

Definition 7.3.6: (MEHRDIMENSIONALE) STAMMFUNKTION

Korollar 7.3.7: INTEGRABILITATSBEDINGUNG

Ubung 7.3.U1: GEGENBEISPIEL ZUR UMKEHRUNG DER INTEGRABILITATSBEDINGUNG VON GRADIENTENFELDERN

Satz 7.3.8: MWS DIFF (MEHRDIMENSIONAL)

Satz 7.3.9: SATZ VON TAYLOR (MEHRDIMENSIONAL)

Definition ergdnzend zu 7.3.9: MULTIINDIZES

Satz 7.3.9': SATZ VON TAYLOR (MIT MULTIINDIZES)

Ubung 7.3.02: MULTINOMIALSATZ

Satz 7.3.10: EXTREMA OHNE NEBENBEDINGUNG

Aus reeller linearer Algebra: DEFINITHEIT EINER MATRIX
Sei A € R**" eine Matrix.
+ A heilt positiv semidefinit : & xTAx >0 Vx € R".
+ A heilt positiv definit : < A positiv semidefinit und xTAx =0 < x = 0.
+ A heilt negativ definit : & — A positiv definit.
+ A heiBt indefinit ;< 3x,y e R" : xTAx >0, yTAy <0

© study.woalk.de
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A ist positiv semidefinit < alle Eigenwerte von A sind =0 (d.h. in R;)
< alle Hauptminoren sind = 0 (d.h. in R;)

A ist positiv definit < alle Eigenwerte von A sind > 0 (d.h. in R)
< alle Hauptminoren sind > 0 (d.h. in R¥)

Achtung! Alle Hauptminoren < 0 # A negativ definit!

Die Minoren von A sind die Determinanten der quadratischen Teilmatrizen von A.

Die Hauptminoren sind die Determinanten der quadratischen Teilmatrizen von A, die durch Streichen der letzten
Zeile(n) und letzten Spalte(n) von A entstehen,

Al,l o Al,k
d.h. die k-te Hauptminore ist H;, := det ( S ) furk en.
Ak,l Ak,k

1 2 3
Bsp.: Sei A := (4 5 6). Dann sind die Hauptminoren: H; := det (1), Hy:= det (i g) , Hy = det(
7 8 9

IS TN
0 Ut o
© »w

Beispiel 7.3.11:

16
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7.4 Geometrisches

Beispiel 7.4.1: TANGENTEN

Definition 7.4.1": TANGENTIALHYPEREBENE

Beispiel 7.4.2: HALBKUGEL (EINHEITSKUGEL)

7.5 Umkehrsatz, implizite Funktionen und Lagrange-Multiplikatoren
Zur Erinnerung: 1-D-FALL

Sei f:[a,b]=1— f),f e CYU).
' #0 auf I = f ist streng monoton

= 3f ! =: g, diffbar auf f (1) und g’(y.) - ff(g;u))‘

Jetzt: f:R"2G —-R*, f(x)=y,x=7

Definition 7.5.1: REGULARITAT UND INVERTIERBARKEIT (MEHRDIMENSIONAL)

Lemma 7.5.2:

Vorbemerkung 7.5.3:

Ubung 7.5.01: VERTRAGLICHE NORMEN

Satz 7.5.4: UMKEHRSATZ / SATZ VON DER INVERSEN ABBILDUNG

Beispiel 7.5.5: KREISKOORDINATEN/POLARKOORDINATEN

Betrachte nun: M = {(x,y) € R*|x® + y* = 1} implizite Darstellung des Einheitskreises.

17
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y

K\ N
x — explizite Darstellung

hier: nicht global in explizite Darstellung auflosbar.
(x=cosg, y =sing; ¢ € [0,2x[ ist Parameterdarstellung.)

Ob und wie man eine explizite Darstellung finden kann, sagt der:

Satz 7.5.6: SATZ UBER IMPLIZITE FUNKTIONEN

d.h. letztendlich: ,Kann man ein (nicht-lineares) GLS nach bestimmten Variablen auflésen?”
reiner Existenzsatz!

Korollar 7.5.7:

Bemerkung: Eventuell Variablen (x4,...,x,, y1,...,¥») umordnen, allgemein:
Rang (f' (x,?)) maximal (d.h. =m)

wieder: reiner Existenzsatz.

© study.woalk.de

18


https://study.woalk.de

7 Differentialrechnung in mehreren Veranderlichen Ana2 | V.M. | Universitat Siegen

Extrema mit Nebenbedingungen (Nb.)

z.B.: minimiere f (x) = e*1** unter allen x mit |x|> = 1 (g (x) = &2 + 22— 1= 0).

Idee: Einsetzen von xy = +4/1 — 7.

besser:

Satz 7.5.8: LAGRANGE-MULTIPLIKATOR-REGEL

Beispiel 7.5.9:

19
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8 Integration langs Kurven und Wegen

8.1 Kurven und Wege

Definition 8.1.1: KURVE UND WEG

Beispiel 8.1.2:

Definition 8.1.3: AQUIVALENZRELATION

Beispiel 8.1.4:

Definition 8.1.5: AQUIVALENZ VON WEGEN

Satz 8.1.6:

Satz 8.1.7:

8.2 Weglange

Gesucht: Lange einer Kurve y cR” mit Weg ¢ : I — y.
Idee: Approximation durch Polygonziige, basierend auf einer Zerlegung Z des Intervalls I (dhnlich wie bei
Riemann-Integral).

Definition 8.2.1: WEGLANGE

Satz 8.2.2:

Satz 8.2.3:

Man kann deshalb auch von einer Kurvenldnge sprechen, also L (¢ (1)) := L (¢).

Ist ¢ :[a,b] — R" ein Weg, dann ist (p|[a,t] Vt € Ja,b] auch ein Weg.

20
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Definition 8.2.4: BOGENLANGE

Satz 8.2.5:

Beispiel 8.2.6:

Beispiel 8.2.6:

Bemerkung 8.2.7: TANGENTE UND NORMALE

Satz 8.2.8:

8.3 Kurvenintegrale

Schwerpunkt von n Massepunkten

Seien die Massen my,...,m, an den Orten x¥, ... x™.
. 1 L

Schwerpunkt: s = - 37, m ;2%

Gesamtmasse: M =Y" ,m;

Wie sieht das bei kontinuierlich verteilten Massen aus?

Sei @ : I — R" ein Weg und p : ¢ (I) — R die lineare Dichte (Masse pro Léangeneinheit). Wir unterteilen die Kurve
in Teilstlicke gemal einer Zerlegung Z von 1.

Fir die Gesamtmasse M gilt:

n-1 n-1

Y. inf p(e@®)(stu)—sEN<M=<) sup p(p®)(sti1)—s())

i=0 t&[tistiva i=0 te[t;,t;41]

b
Diese Unter- und Obersummen fiihren zu dem Riemann-Stieltjes-Integral f 0 ((p(t)) ds (1),

Definition 8.3.1: KURVENINTEGRAL

Satz 8.3.2:

Wir befassen uns nun genauer mit dem R.-S.-Integral

b
f f(@)do (@)

Hierbei lassen wir die Bedingung fallen, dass o monoton wachsend ist.

21
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Definition 8.3.3: VARIATION

Satz 8.3.4: RAUM DER FUNKTIONEN BESCHRANKTER VARIATION

Ubung 8.3.01:

Satz 8.3.5:

Satz 8.3.6: DARSTELLUNGSSATZ VON JORDAN

Satz 8.3.7:

Da die Bogenlange s monoton wachsend ist, ist sie nach 8.3.5 von beschrankter Variation. Somit existiert das

Kurvenintegral fab f (x) ds fir alle stetigen Funktionen f.
Nach Satz 8.2.5 ist s aulerdem stetig diffbar, wenn ¢ stetig diffbar ist. In diesem Fall gilt noch mehr.

Satz 8.3.8:

Korollar 8.3.9:

Beispiel 8.3.10:

8.4 Wegintegrale

Definition 8.4.1: WEGINTEGRAL

Die bekannten Rechenregeln fiir R.-(S.)-Integrale tibertragen sich auf das Wegintegral, insbesondere fiir stiick-
weise stetig diffbare ¢, da dann nach Satz 8.3.8 gilt:

b
f £ (@) dxy = f £ (o) g} 1) dt
1) a

n b b
[Feras=3 [ Filp@)piwac= [ Flow)- oo
@ a

i=1Ja

22
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Beispiel 8.4.2:

Das Wegintegral ist also wegabhéngig.

Beispiel 8.4.2:

Aber offenbar nicht immer!

Satz 8.4.3: AQUIVALENZ UND WEGINTEGRALE

Korollar 8.4.4: WEGINTEGRAL DER GEGENSATZLICHEN ORIENTIERUNG

Satz 8.4.5:

Satz 8.4.6: INTEGRABILITATSBEDINGUNGEN

Bemerkung 8.4.7:

Gegenbeispiel zu c):

Y
—
2

fx,y)= ( o

2142

), (x,y) € R*\ {(0,0)}

X

f erfiillt die Integrabilitatsbedingung 21 = 922 st aber kein Gradientenfeld.

oxg  Oxp’
Siehe auch 7.3.U1.

Ein Satz als Einschub:

Satz 8.4.8:

Fiir die Umkehrung von 8.4.6 braucht man eine Zusatzbedingung an den Definitionsbereich G:
Eine mogliche Bedingung derart ist, dass G sternférmig ist.

Definition 8.4.9: STERNFORMIGES GEBIET

W
e e

© study.woalk.de
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Satz 8.4.10:

Beispiel 8.4.11:

Ende des 2. Semesters.

24
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