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Eine Sammlung des zusammengefassten Vorlesungs- und Ubungsstoffes einiger Themen der Analysis.

Eine Zusammenfassung der Veranstaltungen der Analysis 1im Wintersemester 2017/18 der Universitat Siegen.

Diese Zusammenfassung ersetzt keine Klausurvorbereitung. Sie wurde unabhéangig von der Universitat erstellt und beinhal-
tet nur die wichtigsten Satze und Algorithmen.

Alles aus der Vorlesung, dem zugehdrigen Skript und den zugehérigen Ubungen, was nicht in dieser Zusammenfassung
enthalten ist, ist dennoch wichtig flir das Verstandnis oder den Beweis der gegebenen Sétze.

Die Nummerierung in dieser Zusammenfassung entspricht nicht der Nummerierung in einer Vorlesung. Sie
sollte nicht zum Lernen verwendet werden, nur zur chronologischen Orientierung.
Die Namen wichtiger Satze zu lernen ist sinnvoller!
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1 Reelle Zahlen

1.1 Mengen, Aussagen, Abbildungen

Definition 1.1.1: AUSSAGEN, PRADIKATE, QUANTOREN

Seien A, B Aussagen, die entweder wahr (w) oder falsch (f) sind.

+AundB:AAB AoderB:AVB

+ entweder A oder B nicht A: A

+ Aus A folgt B:A=B A genau dann,wenn B: A © B
Quantoren:

- ,Es existiert (mindestens) ein x, sodass A bzgl. x gilt: 3x : A (x)

+ ,Es existiert genau ein x, sodass A bzgl. x gilt”: 3'x : A (x)

« Fir alle x gilt A bzgl. x*: Vx: A (x)

« ,Fir kein x gilt A bzgl. x": ¥x:A(x) © 3x: A (x)

- ,Es existiert kein x, sodass A bzgl. x gilt: Ax : A (x) © Vx: 1A (x)

Bemerkung 1.1.2: ,RECHENREGEL" FUR AUSSAGEN
Seien A, B, C beliebige Aussagen.
DeMorgan'sche Gesetze:

« 7(AAB)=(nA)Vv(—B)

« 1(AvB)=(—A)A(0B)
Distributivgesetze:

c ANBVC)=(AVB)AAVO)

c Av(BAC)=(AANB)V(AND)

Diese ,Rechenregeln” kdnnen mit Wahrheitstabellen bewiesen werden.

Definition 1.1.3: MENGENOPERATIONEN

Seien A, B beliebige Mengen.
+ Vereinigung (union): AUB :={x|x€ A VxeB}
+ Schnittmenge (intersection): ANB :={x|x€ A Ax € B}
+ Mengendifferenz (,A ohne B"): A\B:={x|x€ A Ax ¢ B}
+ Mengengleichheitt A =B: o Vx:x€e Ao x€eB
+ Teilmenge (subset): AcB:oVx:x€e A=>x€B
+ Echte Teilmenge (proper subset): ACB:©>A<BAA#B

Die Symbole fiir Teilmenge und echte Teilmenge werden auch manchmal beide mit A ¢ B bezeich-
net. Welches gemeint ist, muss aus dem Zusammenhang oder vorherigen Definitionen klar sein.
Ich verwende A c B als echte Teilmenge, aber werde in diesem Dokument die jeweiligen eindeuti-
gen Symbole verwenden wie hier angegeben, zur Klarheit.
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Satz 1.1.4: TRIVIALE EIGENSCHAFTEN VON MENGENOPERATIONEN

Seien A, B, C beliebige Mengen.
*AnBcAundAnBcB
+AcAuBundB<AuB
+AcBABCAsA=B
+ ANBUC)=(A\B)n(A\C)
+c ANBNC)=A\B)UA\C)

Definition 1.1.5: MENGENSYSTEME
Mengen von Mengen nennt man Mengensysteme.
Sei ./ ein Mengensystem.
UM ={x|IM € M :x € M}
N :={x|VMe U :xecM}

D

iese Definition ist begriindet durch das Russell’sche Paradoxon: Betrachte die Menge aller Mengen, die sich

nicht selbst enthélt. Diese Definition ist ein Widerspruch: R :={x |x¢x}> ReR < R¢R }

Definition 1.1.6: LEERE MENGE

Die leere Menge wird mit @ := {} bezeichnet.

Definition 1.1.7: POTENZMENGE

Sei M eine beliebige Menge. Die Potenzmenge 2 (M) := 2¥ := Pot(M) := {A | A < M} ist die Men-
ge aller Teilmengen von M. Esist |22 (M)| = 2™ wenn |[M| # co.

Definition 1.1.8: GEORDNETES PAAR (TUPEL)

(x,y):= {{x,y},{x}} fallsx#y
U | ten falls x = y

A

nalog (iterativ) kann das fiir n-Tupel (n-tuple), also geordnete Kollektionen von n Elementen, definiert werden.

Definition 1.1.9: KARTESISCHES PRODUKT
Seien M, N beliebige, nicht-leere Mengen. Das (kartesische) Produkt von M und N ist
MxN :={(m,n)|meM, ne N}

Fir kartesische Produkte einer Menge mit sich selbst schreibt man auch M x M =: M?2.

Definition 1.1.10: RELATION

Eine (binadre) Relation R auf der Menge M auf die Menge N ist eine Teilmenge R <M x N.
Eine (bindre) homogene Relation oder Endoralation tiber der Menge M ist eine Relation R < M.
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Definition 1.1.11: ABBILDUNGEN

Eine Relation f € M x N heif3t Abbildung (mapping) von M nach N, wenn gilt:
VmeM:3'neN :(m,n)ef Dann, kurz: f(m)=n

Man schreibt: f: M - N,m— f(m)=n

Man nennt M den Definitionsbereich (domain) von f.

Man nennt f (M) :={f (m)| m € M} < N den Wertebereich (range) bzw. Bild (image) von f.
Fir A< N nenntman f~1(A):={m e M| f (m) € A} das Urbild (preimage).

Das Urbild einer einelementigen Menge {n} < N heil}t auch Faser (fiber) von f iber n.
{(m,n)|meMundn=f(m)}=:graph f

Definition 1.1.12: EINDEUTIGKEIT UND TOTALITAT VON ABBILDUNGEN
Sei f: M — N eine Abbildung.
a) f heilt injektiv (linkseindeutig): Vm,mye M : f (m1) = f (my) = m; = my
b) f heilt surjektiv (rechtstotal): Vne N:dmeM :f(m)=n
c) f heilt bijektiv (eineindeutig), wenn f injektiv und surjektiv ist.

Definition 1.1.13: UMKEHRABBILDUNGEN

Eine Abbildung f : M — N heiRt umkehrbar oder invertierbar, wenn es eine Abbildung f ' : N — M
gibt, sodass Yme M : f*(m)=mund Vn e N : f (f*(n)) = n (beides muss gelten!).
£ heiRt Umkehrabbildung oder Inverse von f.

Satz 1.1.14: UMKEHRBARKEIT

Sei f : M — N eine Abbildung.
a) f istinvertierbar < f bijektiv
b) f invertierbar = f~! eindeutig

Definition 1.1.15: KOMPOSITION (VERKETTUNG)

Seien A,B,C # ¢ beliebige Mengen, und f : A — B, g : B — C zwei Abbildungen. Die Verkettung
(oder Verkniipfung) go f : A — C ist definiert durch (go f)(x) := g(f (x)), also A LBic.

Ubung 1.1.16: OPERATIONEN AUF ABBILDUNGSBEREICHEN

Sei f : X — Y eine Abbildung, A{,A, € X. Es gilt:
cA1cAy=> f(A)Sf(Ay)
* f(A1UA) = f(ADUS(Ar)
* fAINA)) S f(ADNf(Ay)

Definition 1.1.17: EINSCHRANKUNG

Seien X,Y Mengen, A< X und f : X — Y eine Abbildung.
Dann ist f|A :A—Y, x— f(x)die Einschrankung von f auf A.

Jede Abbildung kann durch Einschrankung auf eine geeignete Teilmenge injektiv gemacht werden.

© study.woalk.de


https://study.woalk.de

1 Reelle Zahlen Analysis | | V.M. | Universitat Siegen

1.2 Die reellen Zahlen

Definition 1.2.1: VERKNUPFUNG

Eine Abbildung o : M x M — M heilt (abgeschlossene) Verkniipfung tber einer Menge M.
Fiir (a,b) — ¢ bzw. o((a, b)) = ¢ schreibt man dann auch kurz a o b = ¢ (Infix-Notation).

Definition 1.2.2: GRUPPE
Sei G eine nicht-leere Menge, o : G x G — G eine Verkniipfung auf G. (G, o) heilt Gruppe, falls:

(G1) (Assoziativgesetz) Vx,y,z€ G :x0(yoz)=(xoy)oz

(G2) (Neutrales Element/Einselement) 31 e G:VgeG:log=gol=g
Dieses Element ist dann eindeutig.

(G3) (Inverse Elemente) Vge G :3g '€ G:gogl=g"
Diese Elemente sind jeweils eindeutig.

Falls zusatzlich kommutativ, heil’t (G,o) Abelsche Gruppe und man nennt das Neutralelement

manchmal stattdessen 0 und das Inverse —g.

logzl

Fira,beGist(aob) ' =b"loa™.

Bemerkung 1.2.3: HALBGRUPPEN

* (G, o) heilt Halbgruppe, falls (G1) erfiillt ist.
* (G,0) heilt Monoid (Halbgruppe mit Eins), falls (G1), (G2) erfiillt sind.

Definition 1.2.4: KORPER

Sei K eine nicht-leere Menge mit zwei Verkniipfungen + und -. Das Tripel K := (K, +, -) heil3t Korper
(field), falls gilt:

(K1) (K,+) ist Abelsche Gruppe, das Neutralelement 0 (Nullelement).

(K2) (K,-) ist kommutatives Monoid, das Neutralelement 1 (Einselement), und es sei 1 # 0.

(K3) (K*,-) mit K* := K \ {0} ist Abelsche Gruppe mit Neutralelement 1.
)

(K4) Distributivgesetze:a-(b+c)=a-b+a-c
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Axiom 1.2.5: DIE REELLEN ZAHLEN

Es existiert eine Menge R mit folgenden Eigenschaften:
1. Rist ein Korper.
2. Rist angeordnet, d.h. 3 Relation < sodass:

2.1. Rist totalgeordnet, d.h.
2.1.1. Rist teilgeordnet, d.h.
« VxeR:x <x (reflexiv)
* Vx,y,zeER:x<yAy<z=x<z(transitiv)
* Vx,yeR:x<yAy=<x=x=y (injektiv)
212. Vx,yeR:x <y Vv y<«x (total)
2.2. Die Ordnung ist vertraglich mit Addition und Multiplikation, d.h. Va,b,c e R:
221 a<sb=>a+c=<sb+c
222. a<b,0<c=>a-c<b-c
3. R ist vollstandig (complete), d.h. jede nach oben beschrankte, nicht-leere Teilmenge von R
besitzt ein Supremum in R.

Die Elemente von R heil3en reelle Zahlen.
Es gilt: R ist eindeutig. Es gibt keine anders strukturierte Menge mit diesen Eigenschaften.

Definition 1.2.6: SCHRANKEN

SeiAcRundceR.
a) c heilt obere Schranke (upper bound) von A,wennVa€A:a<c
b) ¢ heilt untere Schranke (Jower bound) von A,wennVae€eA:c<a

c) c¢ =:supA heilt Supremum von A, wenn ¢ die kleinste obere Schranke von A ist,
d.h. fiir jede weitere obere Schranke d gilt: ¢ < d.

d) ¢ =:infA heilt Infimum von A, wenn ¢ die gréfite untere Schranke von A ist, analog c).
e) ¢ =:maxA heil}t Maximum von A, wenn ¢ das Supremum von A istund c € A.

)
)
f) ¢ =:minA heillt Minimum von A, wenn ¢ das Infimum von A istund c € A.
g) A heil’t nach oben beschrankt (bounded from above), wenn A eine obere Schranke besitzt.
h) A heilt nach unten beschrankt (bounded from below), wenn A eine untere Schranke besitzt.
)

i) A heil’t beschrankt, wenn A nach oben und unten beschrankt ist.

Satz 1.2.7: EINIGE RECHENREGELN IN R

Seien a,b € R. Dann gilt:

a) asbacs0>a-c=c-c

b)a>0©] a<0
c) a*:=a-a=0

d) a’=0©a=0
e) (--a=-a

flasb>-a=b
g) 1>0

Axiom 1.2.8: UNENDLICHKEIT

Es gebe Objekte, die wir mit —oo und +oo bezeichnen, die nicht in R enthalten sind und folgende
Eigenschaft erfiillen: Vx € R: —oo <x < +o00
Die Menge R := RU {—o0, +0o0} heillt Erweiterung oder Kompaktifizierung von R.
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Definition 1.2.9: INTERVALLE, BETRAGE

a) Seien a,b € R. Mengen der Form
* [a,b]l:={xeR|a<x<b}
* [a,b]:=[a,b):={xeR|a <x< b}
* Ja,b]l:=(a,b]l:={xeR|a <x < b}
* la,b[:=(a,b):={xeR|a<x<b}
heiRen Intervalle.

. . x wennx=0
b) FirxeR seilx|:= der Betrag von x.
-x wennx<0

1 x>0
c) FirxeRseisgnx:=40 x=0 das Vorzeichen (Signum) von x.
-1 x<0

Lemma 1.2.10: BETRAGSEIGENSCHAFTEN

Vx,yeR:
a) |x[=0, |x|=0ex=0
b) lx-yl=lxl|-|yl
c) Dreiecksungleichung: |x + y| < |x| + ||
d) |x|=x-sgnx

1.3 Natiirliche, ganze, rationale Zahlen

Definition 1.3.1: INDUKTIVITAT

Eine Teilmenge M < R hei3t induktiv, falls gilt:
1. 0eM
2. neM=>n+1eM

Satz 1.3.2: SCHNITT INDUKTIVER MENGEN

Durchschnitte induktiver Mengen sind wieder induktiv.

Definition 1.3.3: DIE NATURLICHEN ZAHLEN
Der Durchschnitt aller induktiven Mengen M < R wird mit N bezeichnet:

N := ﬂ M := ﬂ{Mg[RlMinduktiv}

McR
induktiv

Die Elemente von N heilRen natiirliche Zahlen.

Offensichtlich gilt: N ist induktiv und N ist Teilmenge jeder induktiven Menge.

Satz 1.3.4: VOLLSTANDIGE INDUKTION

Ist M < N induktiv, dann ist M =N.

Dies erlaubt das bekannte Prinzip der Vollstéandigen Induktion: Gilt Aussage fiir n = ny € N und fiir jedes n, fiir
das sie gilt, folgt, dass sie auch fiir n+1 gilt, dann gilt sie Vn € N,,,. Alternativ kann man auch annehmen, dass
die Induktionsannahme fiir alle k € N mit & < n gilt, damit daraus die Aussage fiir n + 1 folgt.
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Satz 1.3.5: RECHENREGELN IN DEN NATURLICHEN ZAHLEN

Seien n,m € N beliebig. Es gilt:
*n+meNundn-meN
+ entwedern=0o0dern=>=1
*VmeNmitm=<n:n-meN
« Zwischen n und n + 1 liegt keine natiirliche Zahl.

Satz 1.3.6: REKURSIVE DEFINITIONEN

Ein Ausdruck B (n) ist eindeutig fiir alle n. € N definiert, wenn folgendes gilt:
1. B(0) ist definiert
2. B(n + 1) wird rekursiv mit B (n) definiert

Definition 1.3.7: EINIGE REKURSIVE DEFINITIONEN

Seiena,,...,a, mitn,m eN, n < m beliebige reelle Zahlen. Es wird rekursiv definiert:

1. Summen- und Produktzeichen:

1+1 l
(a) Zak :=a, und Zak = Zak+al+1furn<l l+1=m
k=n k=

+1

1
(b) ]'[ak :=a, und Ha (Ha)al+1ftlrn5l,l+15m
k=n

2. Fakultat: 0!:=1und (n+1D)!:=n!-(n+1)
3. Potenz: Fir x e R seix’:=1und & :=x" - x.

Satz 1.3.8: GAUSS'SCHE SUMMENFORMEL

Fir n e N\ {0} gilt: Z b= n(n+1)

Satz 1.3.9: GEOMETRISCHE SUMME

1-¢q

Fiir g e R\ {1}, n eNgilt: 3 ¢g* = =€
k=0

Satz 1.3.10: ARCHIMEDISCHE ANORDNUNG

R ist ein archimedisch angeordneter Korper, d.h.: Va,b e R mita,b>0:3neN:na > b.
=>VaeR" IneN: 0<%<a

Definition 1.3.11: STANDARDMENGE

Die ,Standardmenge n"“ firn e Nist n:={m € N| 1 < m < n}, also alle nat. Z. zwischen 1 und n.

Definition 1.3.12: ENDLICHE MENGEN

Eine Menge A heilt endlich (finite), wenn es ein n € N und eine bijekte Abbildung c:n — A gibt.
Wir nennen n die Anzahl oder Machtigkeit der Menge A und schreibenn =: #A =: Anz(A) =: |A|.
Diese Zahl n ist fir jede Menge eindeutig.
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Satz 1.3.13: BESCHRANKTHEIT DER NATURLICHEN ZAHLEN

1. Jede nicht-leere Teilmenge von N besitzt ein Minimum.
2. Jede (nicht-leere) endliche Teilmenge von N besitzt ein Maximum.
3. Nist nicht nach oben beschrankt.

Lemma 1.3.14: UNGLEICHUNGSRECHENREGELN IN REELLEN ZAHLEN
Seienx,yeR, ze R*, a,b e R\ {0} mita-b € R*.
a) x<y=>@z<yzA(xz<yz o z#0))
b) a>0e1>0
c) a<0e1<0
)

da<boliz1l
a b

Satz 1.3.15: BERNOULLI'SCHE UNGLEICHUNG

Vxe[-1, +oo[\{0} VReN,n=>2: (1+x)">1+nx

Ubung 1.3.16: BINOMISCHER LEHRSATZ

Fir n,k € Nmit n <k ist der Binomialkoeffizient definiert als (}) := —2—.

Firx,y €R, neNgilt: (x+y)" = ¥ (})xFy "

k=0

Definition 1.3.17: ABZAHLBARKEIT

Eine Menge M heilt abzahlbar unendlich (countably infinite), wenn es eine bijektive Abbildung
¢ :N — M gibt. Eine Menge heil3t abzahlbar, wenn sie endlich oder abzahlbar unendlich ist. Eine
Menge, die nicht abzahlbar ist, heil’t liberabzahlbar.

Definition 1.3.18: GANZE UND RATIONALE ZAHLEN

a) Die Elementevon Z :={l e R|l e Nv —[ € N} heiRen ganze Zahlen.

b) Die Elemente von Q := {x eER|IApeZ,qeN\{0}: x= §} heilen rationale Zahlen.

Satz 1.3.19: GANZE UND RATIONALE ZAHLEN: EIGENSCHAFTEN

1. Q ist ein angeordneter Korper.
2. N, Z und @ (nach Cantor'schem Diagonalverfahren) sind abzahlbar unendlich.
3. Qist nicht vollstandig.

1.4 Die reellen Zahlen Il

Satz 1.4.1: DICHTE TEILMENGEN

Zwischen zwei reellen Zahlen a, b € R liegt stets (mindestens) eine rationale Zahl x € Q@ und (min-
destens) eine irrationale Zahl y e R\ Q.
Man sagt, Q@ und R\ Q liegen dicht in R oder sind dichte Teilmengen von R.
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Definition 1.4.2: DEDEKIND'SCHER SCHNITT

(U,V)mit U,V cR heillt Dedekindscher Schnitt, falls gilt:
1. (U,V) ist eine Zerlegung (oder Partition) von R, d.h.
@ U#pundV # ¢
(b) UnV =9
(c) UuV =R
2. U<V,dh.YueUVveV: u<v.

Satz 1.4.3: SCHNITTZAHL

Jeder Dedekind'sche Schnitt (U, V') hat genau eine Schnittzahl ce Rmit U < ¢ <V (s.0.).
Es gilt: c =supU =infV
Dies gilt genau dann, wenn R vollsténdig ist, eine Alternative zum Vollsténdigkeitsaxiom (1.2.5.3).

Definition 1.4.4: WURZELN

SeiaeR;, neN\{0},U:={xeR|x<0vx"<a}, Vi={xeR|x>0Ax" >a}.
Die Schnittzahl von (U, V) wird mit {/a bezeichnet. Fiir ungerade n wird {/—a := — {/a definiert.

Fir p € Z,q € N\ {0} wird definiert: "/« := {/a? := {/-L; wenn a > 0. Man definiert auch ¥/a := V.

Satz 1.4.5: WURZELGESETZE
Seiena € R, n,m € N\ {0}. Es gilt:
a) (Va)"'=a
b) VxeR: vx? = |x|

Satz 1.4.6: AGM-UNGLEICHUNG

n 1 n
Seiena,...,a, =0.Danngil:  {/[Jax = =D ax
k=1 np-
——
geometrisches Mittel ~ arithmetisches Mittel

1.5 Komplexe Zahlen

Definition 1.5.1: KOMPLEXE ZAHLEN

R?: Addition wie iiblich, Multiplikation: (a, ) (c,d) := (ac — bd, ad + bc).
Bezeichnung: C ,komplexe Zahlen”

Einbettung R — R2, x — (x,0) injektiv, also sagt man ,Rc C".

— Korper. Es gilt: 1¢ =(1,0) = 1z und O¢c = (0,0) = Og

i:=(0,1) ,imaginére Einheit" miti% = —1.

Fir z =a +1b ist z := a —ib das komplex konjugierte zu z

und |z| := vV (Re(2))* + (Im(2))? = Va? + b2 = V/zZ der Betrag (Norm).

C ist nicht angeordnet.

10
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Definition 1.5.2:

* expzi=) ., 2—’: konvergiert absolut Vz € C.

22k+1

. . i o) 1V .
sinz:=3)},(-1) D konvergiert absolut Vz € C.

— sin(—z)=-sinz
22k
(k)

— cos(—z)=cosz

s cosz:=337, (- 1) konvergiert absolut Vz € C.

Satz 1.5.3: EULER'SCHE FORMEL

Fiir z € C ist €'* = cosz +isinz.

Satz 1.5.4: POLARDARSTELLUNG

Jede komplexe Zahl z # 0 hat eine eindeutige Darstellung in Polarkoordinaten:
z=lzleY mitge]-n,n]
Man nennt ¢ =: argz ,Argument” von z, dieses stellt den Winkel von der positiven x-Achse aus dar.

2 Folgen und Reihen

2.1 Folgen

Definition 2.1.1: FOLGE

Eine (unendliche) (Zahlen-)Folge (sequence) ist eine Abbildunga :N— R, n — a(n):=a,.
Man schreibt auch (a,),.\ (@,),, 0der (a,), je nach Verstandlichkeit im Kontext.

Definition 2.1.2: BESCHRANKTHEIT

beschrankt ist.

unten

. _ oben
Die Folge (a,) istnach | . o

beschrankt, wenn {a, | » € N} nach oben

Definition 2.1.3: KONVERGENZ

a) Eine Folge (a,) heillt konvergent gegen a € R, wenn gilt: Ve > 0:3ng(e): Vn =ny:la, —al<e
Bezeichne a =: ,ltifga” oder a,, —= a oder einfach a,, — a, wenn es im Kontext klar ist.
Konvergiert (a, ) gegen 0, so nennt man (a,) eine Nullfolge.

b) Eine Folge (a,) heillt divergent, wenn sie nicht konvergent ist.

Insbesondere heilt (a, ) bestimmt divergent gegen +oo, wenn folgendes gilt:
cx— tooo VM >0:In,(M):Vn=ny:a,=M
cx— -0 VM <0:ang(M):Vn=ny:a,<M
Eine divergente Folge, die nicht bestimmt divergent ist, heitt unbestimmt divergent.
c¢) Eine Folge (a,) heillt absolut konvergent, wenn (|a,|) konvergiert.
Es gilt: (a,) — a = (la,|) — |al. Die Umkehrung (ob kovergent) gilt nicht!
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Satz 2.1.4: ALTERNATIVE EPSILON-KRITERIEN

Aquivalent zu |a, — a| < £ in 2.1.3.a) ist:
a) la,—al<e¢

b) la, —al <ye mit y > 0 konstant, d.h. unabhangig von ¢.

Satz 2.1.5: KONVERGENZ UND BESCHRANKTHEIT

Jede konvergente Folge ist beschrankt. Die Umkehrung gilt nicht!

Lemma 2.1.6: KONSTANTE FOLGEN

Konstante Folgen (a,), also Vn e N:a, = a = const. € R, sind konvergent gegen die Konstante a.

Satz 2.1.7: GRENZWERTSATZE (GWS)

Es seien (a,),(b,) Folgen mita, — a€Rund b, — BeR.
1 (a,+b,)—a+p
2. (a,—-b)—a-p
3. (@, b,)—a-p

UndistVaneN:b,#0und g #0:

4 ()3

Die harmonische Folge ist die Folge der Kehrwerte der natirlichen Zahlen, also: a,, := % mitn = 1.
Es gilt: @, — 0 und (a,,) ist beschrankt mit inf(a, ) = 0 und sup(a,) = 1.

Satz 2.1.9: KONVERGENZ UND DIVERGENZ VON QUOTIENTENFOLGEN

Seien (a,),(b,) Folgen mit VneN: b, #0.

a) a, — a€eR, (b,) bestimmt divergent = £ — 0

b) (a,) bestimmt divergent, b, — e R\ {0} = ‘Z—: bestimmt divergent, wobei:

ﬂ\liman ‘ +00 ‘ —00
>0 || +o0 | —00
<0 || —oo | +00

c) (a,)— aeR\{0}, b, — 0= Z—: divergent, wobei mit einem festen N € N gilt:

() Vn=N:5,>0,a>0 > Z—Z—»+oo

(i) Vh=N:b,<0,a>0 => =

by P
usw. ..

Fiir Folgen der Forma,, := % kiirzt man zunachst mit der grofRten Potenz des Nenners und
untersucht dann Zahler- und Nennerfolgen einzeln auf Kovergenz.
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Satz 2.1.11: EINSCHLIESSUNGSSATZ/, SANDWICH-THEOREM"

Seien (a,),(b,) und (c,) Folgen, wobei a,, — a und ¢,, — a und fiir ein festes N e N sei Vn e N
mitn>=N:a,<b, <c,. Dann folgt, dass auch b, — a.

Beachte: Ist (a,,) konvergent und Vr eN:a, < c € R, so gilti.A. nur lim a,, < ¢ (nicht echt kleiner).

n—oo

Definition 2.1.12: MONOTONE FOLGEN

* (a,) heiBt (schwach) monoton wachsend (monotonically increasing), wenn gilt:
Vni,ns €N: ny <ng=a,, <a,,. Man schreibt: (a,) /.
* (a,) heilt strikt/streng monoton wachsend, wenn gilt: Vn,,n, €N: ny <ny; = a,, <a,,.
* (a,) heilt (schwach) monoton fallend (monotonically decreasing), wenn gilt:
Vni,nya €N: ny <ny=a,, =a,,. Man schreibt: (a,) \..
* (a,) heilt strikt/streng monoton fallend, wenn gilt: Vn{,n, eN: n; <ny; = a,, >a,,.

Satz 2.1.13: MONOTONIEKRITERIUM

Sei (a,) monoton W?;T::;d und nach L?r?teer; beschrankt.
. - sup(a,) . - .
Dannist (a,) konvergent und es gilt: lima,, = inf(a,) Die Umkehrung gilt i.A. nicht!

* Seix; =1, %4107 =+ 2 Es gilt: (x,) — V2

- Seix,:=(1+2)" mitm € Z, n > |m|. Es gilt: (x,) — e™ So wird die Eulersche Zahl e definiert.

n2
© = —0, % —0,{n—1, Val—1

Definition 2.1.15: INTERVALLSCHACHTELUNG

Seien I, =[a,,b,] <R mit n € N Intervalle (d.h. VneN:a, <b,).
Die ,Folge” (I,) heildt Intervallschachtelung (nested intervals), falls gilt:
1. VneN: I,,,<1,

n—oo

2. |I,1=b,—a, — 0 (IntervallgroRRe)

Satz 2.1.16: INTERVALLSCHACHTELUNGSPRINZIP

Jede Intervallschachtelung zieht sich auf genau einen Punkt £ € R zusammen, d.h. N I, = {&}.

neN

Definition 2.1.17: TEILFOLGE

Sei (a,) eine beliebige Folge und (), €N streng monoton wachsende Folge.
Dann heit (a,,),.,, Teilfolge (T.f.) von (a,).
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Satz 2.1.18: KONVERGENZ UND TEILFOLGEN

a) Konvergiert (a,,) gegen a, dann konvergiert auch jede T.f. gegen a.

b) Besitzt eine monotone Folge eine konvergente T.f., so konvergiert die gesamte Folge gegen
den Grenzwert der Teilfolge.

c) Jede Folge besitzt eine monotone T.f.

Satz 2.1.19: SATZ VON BoLZANO-WEIERSTRASS FUR FOLGEN

Jede beschrankte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge. (Gilt nicht in Q')
Aquivalent: Jede beschrinkte Folge hat mindestens einen Haufungswert in R (ohne +00).

Definition 2.1.20: CAUCHY-FOLGE

(a,) heiltt Cauchy-Folge oder Fundamentalfolge, falls gilt: Ve >0 3n, Va,m =ny:la,—a,l<e
Wieder gilt 2.1.4 fiir das e-Kriterium.

Satz 2.1.21: EIGENSCHAFTEN DER CAUCHY-FOLGE

a) Jede kovergente Folge ist Cauchy-Folge.
b) Jede Cauchy-Folge ist beschrankt.
c) Jede Cauchy-Folge ist konvergent in R (nicht in Q!).

2.2 Reihen

Definition 2.2.1: REIHE

a) Eine Folge von Partialsummen (S,) := (i) heiRt (unendliche) Reihe (series).
k=0/ neN

[o0) n
Konvergiert die Folge von Partialsummen, schreibt man ) a; :=lim }_ a,.
k=0 n—0oo k=0

b) Eine Reihe heil’t absolut konvergent, wenn (Z Iakl) konvergent ist.
k=0 n

c) Eine Reihe heilt bedingt konvergent, wenn sie konvergent, aber nicht absolut konvergent ist.

—

Satze liber Folgen sinngemaR Ubertragen.

Bemerkung 2.2.2: MONOTONIE VON REIHEN

monoton
streng monoton

a,=0

IstVReN: | "Jo | = (Xhooar), wachsend.

Satz 2.2.3: CAUCHY'SCHES KONVERGENZKRITERIUM

m
> ap

k=n+1

Y a; konvergiert genau dann, wenn gilt: Ve >0 3dny(e) Vn,m =ny(e), m>n:
k=0

<E€

— Y%, a; konvergent = r,:= Y% . a, — 0 (Restglied) und a;, >0

© study.woalk.de
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Satz 2.2.4: KONVERGENZ UND BESCHRANKTHEIT VON REIHEN

Sei Vk eN: a;, = 0. Dann gilt: E a; konvergent & (i ak) beschrankt.
k=0 k=0

n

a) Harmonische Reihe: }° + = +oc.

k

g LD

b) Geometrische Reihe: Y ¢* = {1 fiir |g| < 1.

k=0

Satz 2.2.6: NULLMENGEN

Zu beliebigen € > 0 existieren abzahlbar viele Intervalle (1,),, sodass Q< U I,, und E |I,|=¢.
n=0

neN

Mengen mit dieser Eigenschaft (hier Q) heiBen Nullmengen.

Satz 2.2.7: UMORDNUNGSPRINZIP

In konvergenten Reihen darf man ohne Anderung des Grenzwerts unendlich viele Klammern setzen,
i.A. aber nicht weglassen.

Satz 2.2.8: UNENDLICHES DISTRIBUTIVGESETZ

Seien Y 77 a;, und }_;7, b, konvergent.
a) S:=)73 ,(ar+b,) konvergentund S =3 77 jar + X 5o s
b) S :=3Y72,(Aay) konvergentund S =AY 72 ay.

Satz 2.2.9: MAJORANTEN-/MINORANTEN-KRITERIUM (COMPARISON TEST)

Es gelte VE=ky: 0<a; < b, fir ein festes £y e N.
a) X.72,b. konvergent = Y 7° a; konvergent. Dann heiflt }_7° /b, konvergente Majorante.
b) X5 ,ar divergent (d.h. +oo0) = Y ;7 divergent. Dann heilt } ;7 a, divergente Minorante.

Sei {(@):= ¥ L. Es gilt:

* {(a) ist divergent fir a < 1.
+ {(a) ist konvergent fir a = 2.

L {@)==

15
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Satz 2.2.11: QUOTIENTENKRITERIUM (RATIO TEST)

SeikyeNfestund Vk = ky:a;, >0.
1. 3I0<q<1:3k;eN:VE=F;: %L <g= Y% a; konvergent

ar

2. EIkIEN:szklzas—:zlzzz’:Oak=+oo

3. limsup 2 < 1= ¥, a; konvergiert

Satz 2.2.12: WURZELKRITERIUM (ROOT TEST)

Sei kyeNfestund Vk =k, :a; > 0.
1. 30=<qg<1:3k,eN:Vk=2Fk,: {/a, <q =), ,a, konvergent
2. dk1eN:VE 2k o, 212 Y 0 a, =400
3. limsup {/a;, <1= Y2, a; konvergiert

Satz 2.2.13: DEZIMALBRUCHENTWICKLUNG

a) Zu jedem a € 10,1] existiert eine Folge (2;);cn\ o < {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, sodass a = E 1%
(ya =0,212525...") Dies ist die dekadische Entwicklung. =
b) Allgemein: Sei g € N\ {0, 1}, dann gilt: Va €10,1]:3(2;);cnv0 € {0,1,...,8 -1} :a =277, %
Man nennt dies die g-adische Entwicklung.
oo 2

c) SeiaeR.Dann3dneZ, ge N\{0,1}, (zk)';{O,l,...,g—l}:a:n+2k=0g—k

d) Die Dezimalbruchentwicklung ist auf R nicht eindeutig
Sie ist aber auf Intervallen ]n, n + 1] mit n € Z eindeutig.

Satz 2.2.14: UBERABZAHLBARKEIT DER REELLEN ZAHLEN

R ist Uberzdhlbar. Jedes Intervall auf R ist ebenfalls iberabzahlbar.
— Die Menge der 0-1-Folgen (alle (a,) < {0, 1}) ist also iberabzé&hlbar.

Satz 2.2.15: LEIBNIZKRITERIUM (ALTERNATING SERIES TEST)
Sei E a,, alternierend (d.h. Vn € N: sgn(a,a,.1) = —1), und (la,|) eine monoton fallende Nullfolge.
k=0

(o o) n
S ai-Ya

k=0 k=0

= |an+1|-

Dann konvergiert ) a, und es gilt
k=0

:):Z":n+1 ay: Restglied

Ubung 2.2.16: BESTIMMUNG EINER REIHE BIS AUF BESTIMMTEN FEHLER

Um den Wert einer alternierenden Reihe S mit Partialsummenfolge S, am Index K bis auf einen
bekannten Fehler F = |S —S,| Vk > K € N zu bestimmen, zeige zunachst, dass sie konvergent
nach Leibniz ist. Dann gilt nach dem Leibnizkriterium: |S — S| < |S.,1|. Suche also durch Losen
der Gleichung |Sk| = F das K, fir das das Restglied nur noch maximal der gegebene Fehler F' ist.
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Satz 2.2.17: VERDICHTUNGSSATZ VON CAUCHY (CAUCHY CONDENSATION THEOREM)

oo

Seien VneN:a, >0und (a,) \.. Dann gilt: 37 ; konvergiert & } >, 2"a,» konvergiert

Satz 2.2.18: ABSOLUTE KONVERGENZ

Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent. Die Umkehrung gilt i.A. nicht!

Satz 2.2.19: RIEMANN'SCHER UMORDNUNGSSATZ (RIEMANN REARRANGEMENT THEOREM)

Sei Y77 ,ar, bedingt konvergent und S € R eine beliebige Zahl.
= Es existiert eine Umordnung der Reihe } ;7 a,, die gegen S konvergiert und es existiert insbe-
sondere eine divergente Umordnung.

Satz 2.2.20: UMORDNUNG ABSOLUT KONVERGENTER REIHEN

Absolut konvergente Reihen konvergieren in jeder Umordnung gegen den gleichen Grenzwert.

Satz 2.2.21: CAUCHYPRODUKT

Seien Y7 a, und }_>7 b, absolut konvergent.

Dann ist die Produktreihe f cp = (f an) . ( § bk) konvergent. Insbesondere gilt ¢, = i axb;
n=0 n=0 n=0

Definition 2.2.22: [?-RAUME

Sei p € [1, +oo[. Wir definieren 17 := {(a,) | X3 la,|” < +oo}.

Satz 2.2.23:

Seil<p <q < +oo. Danngilt: [? €[4

Definition 2.2.24: EXPONENTIALFUNKTION

Die Abbildung exp : R — R*, x — Y% £ heiRt Exponentialfunktion (e-Funktion).

Satz 2.2.25: FUNKTIONALGLEICHUNG DER EXPONENTIALFUNKTION

Vx,y €R: exp(x)-exp(y) =exp(x+y)

© study.woalk.de
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Bemerkung 2.2.26: EIGENSCHAFTEN DER EXPONENTIALFUNKTION

exp(0)=1, exp(l)=e = VEkeN: exp(k+1)=et"!
1
exp(®)

VxeR: exp(—x)=

VxeR: exp(x)>0
VxeQ: exp(x)=e”
Fir x e R\ Q sei e* := exp(x) (Definition!).

o gk w DN~

exp ist streng monoton wachsend, bijektiv, stetig auf R, e” — oo, e* =—= 0 (siehe spéter).

Definition 2.2.27: NATURLICHER LOGARITHMUS
Die e-Funktion ist bijektiv und damit umkehrbar.
Die Umkehrfunktion heit (natiirlicher) Logarithmus, In :=log: R* — R.

In der Analysis iblich wird der natiirliche Logarithmus mit log bezeichnet und andere Basen als e
werden nicht betrachtet. In diesem Dokument werde ich zur Eindeutigkeit allerdings In verwenden.

Definition 2.2.28: REELLE POTENZEN

Fiir ¢ € R* und x € R sei a* := ¥,

Satz 2.2.29: LOGARITHMUSGESETZE

Vx,yeR", zeR:
* In(xy)=Inx+Iny

s In(x*)=z-Inx

2.3 Haufungswerte von Folgen

Definition 2.3.1: HAUFUNGSWERT

a € R ist Haufungswert (HW) der Folge (a,) :<> Ve >0:{n e N ||a, — a| < £} ist unendliche Menge
a € {—oo, +oo} ist HW von (a,) :< 3 Tf. von (a,), die gegen —oo bzw. +oo divergiert.

Satz 2.3.2: HW uUND TEILFOLGEN

a ist HW von (a,) © 3 Tf. von (a,), die gegen a konvergiert

Satz 2.3.3: KONVERGENZ UND HW

a, — a€R < (a,) hat genau einen HW in R, namlich a.

Definition 2.3.4: LIMES SUPERIOR/INFERIOR
Sei (a,) eine Folge.
+ lim a,, :=limsup a, :=sup{@ € R| @ HW von (a,)} (Limes superior)

+ lim @, :=liminf a, := inf{@ € R| @ HW von (a,)} (Limes inferior)

18
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Satz 2.3.5: GWS FUR SUPERIOR/INFERIOR

Seien (a,),(b,) beliebige Folgen, A € R. Es gilt, sofern die rechten Seiten definiert sind:
1. limsup(Aa,) = Alimsup(a,)
2. limsup(a,)=-limsup(—a,)
3. limsup(a, +b,) <limsupa, +limsupb,
4. limsup(a, +b,)=limsupa, +liminfb,
5. limsup(a, +b,) =limsupa, + }Lir{ébn, falls (b,,) konvergent

wobei hier gilt:
* 400+ (+00) = +00
* —00+ (—00) = —00
¢ (+o0)- A =+ocowenn A >0
* (+o0): AL =—-ocowenn A <0
* (—00):A=-cowennA>0
* (—o00):A=+ocowenn 1 <0
* +00+ A =+00
* —oo+A=-00

Nicht definiert sind:
* +00 + (—00) und —oo + (+00)
* 0-(£00)

Satz 2.3.6: HAUPTSATZ

Sei K ein archimedisch angeordneter Koérper. Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

1. Supremum-Eigenschaft: Jede nach oben beschrankte, nicht-leere Teilmenge von K besitzt ein
Supremum.

2. Dedekind'scher Schnitt: Jeder Dedekind’'sche Schnitt hat genau eine Schnittzahl.
3. Monotoniekriterium: Jede nach oben beschrankte monoton wachsende Folge ist konvergent.

4. Intervallschachtelungseigenschaft: Jede Intervallschachtelung zieht sich auf genau einen
Punkt zusammen.

5. Satz von Bolzano-Weierstra3: Jede beschrankte Folge hat min. eine konvergente Tf.
6. Vollstandigkeit: Jede Cauchy-Folge in K ist konvergent.

3 Raume

3.1 Metrische Raume

Definition 3.1.1: METRIK & METRISCHER RAUM

Existiert zu einer Menge E # @ eine Abbildung d : E x E — R mit den Eigenschaften
(M1) Positive Definitheit: Vx,y€e E: d(x,y)=0undd(x,y) =0 x=y
(M2) Symmetrie: Vx,ye E: d(x,y)=d (y,x)
(M3) Dreiecksungleichung: Vx,v,z€ E: d(x,y)<d(x,2)+d(z,y)

so heillt d Metrik und (E, d) heillt metrischer Raum (metric space).
(E muss weder Korper, noch geordnet sein!)

© study.woalk.de

19


https://study.woalk.de

3 Raume Analysis | | V.M. | Universitat Siegen

X1 N
a) ECR"mitneN:Seienx:=| : |, y:=]| : |eR™

Xn Yn
d(x,):= /X", (x;— ;)" heiBt Euklidische Metrik.

1
b) E beliebig. Fiir x,y € E heit d (x,y) := {

XEY die diskrete Metrik.
0 x=y

Sei im folgenden Rest des Kapitels (E, d) ein beliebiger metrischer Raum.

Definition 3.1.3: UMGEBUNG UND INNERES

a) Seiene>0, x€ E. Man nennt %, :={y € E | d (x,y) < y} die offene e-Umgebung von x.
Alternative Bezeichnungen: %, (x) ,offene Kugel”, oder 23, (x) "open ball"
Man nennt %, (x) :={y € E | d (x, y) = €} die Sphare um x mit Radius ¢.
Man nennt %, (x) \ {x} die punktierte e-Umgebung von x (mit ,x rausgesaugt”).
b) x € M c E heil’t innerer Punkt (interior point) von M, wenn gilt: 3¢ > 0: %, (x) = M
c) M < E heilt offen, wenn jedes Element von M auch innerer Punkt von M ist.
M offen © M =int M

d) SeiMcE.int M := M :={x € M | x innerer Punkt von M} heilt Inneres (interior) von M.

Definition 3.1.4: ABGESCHLOSSENHEIT

SeiM cE.

a) x € E heilt Haufungspunkt (HP) (accumulation point) von M, falls gilt:
Ve>0:dyeM, y#x: d(x,y)<e
(d.h.Ve>0: (% (x)\{x)NM # @)

b) M < E heilit abgeschlossen (closed), wenn M alle ihre HPe enthélt.

c) M:= N{A<E|Mc A, A abgeschlossen} = {HPe von M}
heilt abgeschlossene Hiille (closure) von M.

d) M := M \ M heift der Rand (boundary) von M.

Die Intervalle Ja,b[ <R mit a,b € R, a < b sind immer offen und heilRen daher offene Intervalle.
Die Intervalle [a,b] sind immer abgeschlossen.

Satz 3.1.6: OFFEN & ABGESCHLOSSEN UNTER MENGENOPERATIONEN

a) Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen.

b) Endliche Schnitte offener Mengen sind offen.

d) Endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

)
)
c) Beliebige Schnitte abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.
)
e) M c E abgeschlossen & E \ M (Komplement) offen

20
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Satz 3.1.7: HAUFUNGSPUNKT ALT.

Esqgilt xeEistHPvon M cE & Ve>0:|%.(x)| =00

Definition 3.1.8: FOLGEN IM METRISCHEN RAUM

a) Folge (a,)in (E,d), d.h. Abbildunga :N — E,
heillt konvergent gegen a € E, falls Ve >03anyeNVn =ny: d(a,,a)<e.
b) (a,) heillt Cauchyfolge, falls Ve >0 3dn, e NVn,m =ny: d(a,, a,)<e€

Satz 3.1.9: KONVERGENZ UND CAUCHYFOLGE

Im metrischen Raum (%, d) ist jede konvergente Folge auch eine Cauchyfolge.

Satz 3.1.10: VOLLSTANDIGKEIT

Ein metrischer Raum (%, d) ist vollstandig, wenn jede Cauchyfolge in E auch konvergent in E ist.

Satz 3.1.11: FOLGEN IN REELLEN TUPELRAUMEN

Sei (x®), ., Folge in R* mit n = 1 (k) ist hier der Z&hlindex), wobei "’ mit i € n die Komponenten
(k)

. . k— k— .
von x® eR" sind. Esgil x¥ == aeR" o x¥ == q,eRVien

Definition 3.1.12: BESCHRANKTHEIT UND KOMPAKTHEIT
a) M c E heillt beschrankt, wenn ein ¢ € R* und ein a € M existieren, sodass Vxe M : d(x,a) <
C.

b) M < E heil3t kompakt, wenn jede Folge in M eine gegen ein Element von M konvergente
Teilfolge besitzt.

¢) M < E heilt relativ kompakt : < M kompakt.

Satz 3.1.13:

Es gilt flir M < E: M kompakt = M beschrankt und abgeschlossen
Fir E = R" gilt sogar ,<" (dann enspricht es einem ,Satz von Bolzano-WeierstraB3” fiir R").
Damit gilt: M < R” rel. kompakt < M beschrankt

Satz 3.1.14:

Sei (E,d) ein vollstdndiger metrischer Raum und M < E abgeschlossen. Dann ist M vollstandig.

Satz 3.1.15:

a) Endliche Vereinigung kompakter Mengen sind kompakt.
b) Beliebige Schnitte kompakter Mengen sind kompakt.
¢) K c E kompakt, A € K abgeschlossen = A kompakt
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Bemerkung 3.1.16:

In R hat jede Folge eine Teilfolge, die gegen ein Element von R strebt.

Satz 3.1.17: KOMPAKTHEIT ENDLICHER MENGEN

Endliche Mengen und @ sind immer kompakt.

Definition 3.1.18: DICHTE TEILMENGEN
Sei D € M < E und M abgeschlossen. D heif’t dicht in M
coD=M

< VéeM JFolge (x,)cD: x, — ¢
oVxyeMVe>03xeD: d(x,xg)<¢

Ubung 3.1.19:

M c E ist abgeschlossen < V(x,) Folge in M mit Limes e E ist{ e M.

Satz 3.1.20:

E selbst und @ sind immer offen und abgeschlossen.
— Topologie — Lehre der Nachbarschaftsbeziehungen

Satz 3.1.21:

Q=R

Satz 3.1.22: BANACH'SCHER FIXPUNKTSATZ

Sei (E,d) ein vollstdandiger metrischer Raum und f : E — E eine Abbildung, die kontrahierend ist,
d.h. 3¢ €10,1[, sodass Vx,y e E : d(f (x),f () <qd(x,y).

Dann hat f genau einen Fixpunkt, d.h. ein x € E mit f(x) = &, wobei x der Grenzwert der Folge
definiert durch x4 € E beliebig, x,,1 := f (x,,) ist, und es gelten die Fehlerabschatzungen

a) A-priori: d (x,,%) < %d(xl,xo)

b) A-posteriori: d (x,,%) < lf—qd(xn,xn_l) (genauer)
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3.2 Normierte Raume

Definition 3.2.1: VEKTORRAUM
V # @ heilst Vektorraum (VR) oder linearer Raum {iber dem Kérper KK, falls Abbildungen

+:VxV -V, (x,y)—x+y und -:Kx7 -7, (A,x)— Ax

existieren mit

(V1) (7,+) ist Abelsche Gruppe mit Neutralelement 0 € 7 und Inversen —x flirx e 7.
(V2) VA, ue K Vx eV : (A+p)x=Ax+px

(V3) VAeK Vx,ye7 : AMx+y)=Ax+ Ay

(V4) VA, ueK Vxe¥ : (Au)x=A(ux)

(V5) FirleKistVxe? : lx=x

Lemma 3.2.2: TRIVIALE VEKTORRAUMEIGENSCHAFTEN

ImVR 7 UberK gilt Vxe 7 :
* O-x=0y
c(-1)x=-x
s VAeK: (1) x=—(Ax)=A(—x)

Definition 3.2.3: NORM & NORMIERTER RAUM

Sei N ein VR Uber R (,reeller VR"). Existiert eine Abbildung ||| : N — R mit
(N1) Positive Definitheit: Vxe N : |lx] =0 und |lx]| = 0p = x =0y

(N2) Homogenitat: VAR, xe N : [[Ax| = [A]-||x]|

(N3) Dreiecksungleichung: Vx,y e N : [lx+yll < llx|l + Iyl

so heil3t ||-| Norm und (NV, ||-||) normierter Raum.

Satz 3.2.4: NorRM UND METRIK

Jede Norm ||| induziert eine Metrik d durch d (x,y) = llx — y| fir x, y aus dem Raum.
Damit sind alle normierten Rdume auch metrische Raume und es gibt Folgen etc.

Definition 3.2.5: BANACHRAUM

Ein vollstdandiger normierter Raum heil3t Banachraum oder B-Raum.

1. R™ ist Banachraum mit |x| := ||l x]| := ,/Z?:lxl? seuklidische Norm*, der ,euklidische Raum”.

2. R™ ist Banachraum mit || x|, := {naxlxil
<i<n

3. IPmitl<p<+oo,a=(a,), €l”und llal; :=llall,:= /X, ,la,I” ist Banachraum.
4. 1 :={a=(ay), | lalle :=supla,| < +oo} (Raum der beschrénkten Folgen) ist Banachraum.
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4 Funktionen

Definition 4.0.1: FUNKTION

Eine Abbildung f : D — W mit D, W <R heil3t Funktion.

Definition 4.0.2: GRENZWERT EINER FUNKTION

Sei f : D — W eine Funktion, (x,) < D Folge mit x,, — 65@. (fiir ¢ e R statt Rist & € D).
Gibt es ein n € R, sodass V Folgen (x,) €D mitx, —{€Rund Vn e N: x, #¢ gilt: f(x,) — 1, so
schreibt man lingf(x) =1.

Definition 4.0.3: RECHTS- UND LINKSSEITIGER GRENZWERT

Sei f : D — W eine Funktion, ¢ € D < R.
a) rechtsseitiger Limes:
lim £ (x) =7 € R :& V Folgen (x,) € D mit (VneN:x,>¢) und x, — ¢ gilt: f(x,) — 7
zgg)fern solche Folgen existieren)
b) linksseitiger Limes:

1ij§1f(x)=77€@1© V(x,) €D, (YneN:x, <&), x, — &: f(x,) — 1 (ganz analog)

4.1 Stetigkeit

Definition 4.1.1: FOLGENSTETIGKEIT

Eine Funktion f: D — W ist
a) stetig (continuous) in x € D :& V Folge (y,) mit y, — x gilt: f (v,) — f (x).
b) Aus 4.0.2 folgt: f stetigin { eR < lim f(x) = £ (<)
x—¢

c) stetig, falls f stetig in allen x € D ist.

Satz 4.1.2: EPSILON-DELTA-KRITERIUM FUR STETIGKEIT

Funktion f:D — Wist stetiginxe D ©Ve>036>0:VyeD: (ly—-x|<é=>|f(y)-f(x) <¢)
oder, verallgemeinert auf metrische Raume (E,d), alternativ: d (y,x) <6 =>d (f (y),f (x)) <&

fx)+e

fx)—¢€

,ES gibt ein §, sodass die Fkt.-werte im e-Schlauch bleiben”
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Definition 4.1.3: LIPSCHITZSTETIGKEIT & GLEICHMASSIGE STETIGKEIT

Sei f : D — W eine Funktion. f heil3t
a) Lipschitzstetig oder Lipschitzsch/Lipschitzabbildung, falls gilt:

o Allgemein fiir metrische Raume: dp (f (x),f (¥)) <L -dw(x,y)
« Eine Kontraktion ist Lipschitzabbildung mit L < 1.
b) gleichmaBig stetig (uniformly continuous), falls gilt:
Ve>030()>0Vx,yeD :(ly—xl<d=>1f(y)—fx)l<e)

3L > 0 (Lipschitzkonstante), sodass Vx,yeD : |[f(x)—f(y)| < L|x—yl.

Satz 4.1.4: ZUSAMMENHANG DER STETIGKEITEN

Es gilt: Lipschitzstetig = gleichmaRig stetig = stetig
Die Umkehrung gilt jeweils i.A. nicht.

+ Jedes Monom und nach 4.2.5 damit jedes Polynom ist stetig.
+ Jede Metrik und nach 3.2.4 damit jede Norm ist stetig.

+ expux ist stetig.

* x ist stetig auf R;.

Aber: \/x ist nicht Lipschitzstetig auf R;, aber Lipschitzstetig auf [a,c0[ Va > 0.

. 3'15 ist stetig! (nicht definiertin 0 — 0 ist ,egal” firr Stetigkeit)
3—16 ist nicht gleichmagig stetig (bei ¢ = 1 gibt es kein passendes §).

¢ Inx ist stetig auf R*.
* {/x stetig auf Ry fiir n e N\ {0, 1}.

Definition 4.1.6: RECHTS- UND LINKSSEITIGE STETIGKEIT

Sei f : D — W eine Funktion, ¢ € D < R.
a) f ist rechtsseitig stetig in ¢ : < lirg f@)=7 (&)

b) f ist linksseitig stetig in ¢ 1< lirgqf(x) =f ()

lx] := max{n € Z | n < x}, also das ,Abrunden” (floor function), ist stetig auf R\ Z und rechtsseitig

stetig in allen n € Z, aber dort nicht ,echt” stetig.
Man schreibt manchmal auch [x] und nennt diese Funktion GauBBklammer.
Der Eindeutigkeit wegen schreibe ich aber |x].
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4.2 Eigenschaften der Grenzwerte und Stetigkeit

Satz 4.2.1: GRENZWERTSATZE FUR FUNKTIONEN

Seien f,g : D — W Funktionen im gleichen Raum, ¢ € D < R. Es gilt:
* Fira eRistlim(af (x) + g (x)) = alim f (x) + liI?g(x) (Linearitat)
. li . = |l i im [®) — limee f0
lxlgg(f (x)-f(x) = (lxlggf (x)) (lxlgg}g(x)) . 1;{{} g® Ty g®@

sofern jeweils die rechten Seiten existieren.

Satz 4.2.2: GRENZWERTE UNTER VERKETTUNG

Seien f:D — Rund g : f (D) — R Abbildungen, ¢ e D, ne f (D),
und es existiere lim f (x) = n und lim g (y). Dann existiert lin?(gof)(x) =limg(y).
x—¢ y=n x— y=n

Damit gilt: Ist f stetigin £ und g stetiginn = f(£), soist (gof) stetigin ¢.

Satz 4.2.3:

Seif:D—R,AzeR: D 2]z, +oof.
Dann gilt: lim f(x) = 11151 f (%) falls einer der beiden Grenzwerte existiert.
x—+00 t—0t

Analog fiir ]-oo, z[ €D und x - —ocound dann ¢t — 0~.

Satz 4.2.4:

Fir geeignetes ¢ gilt: lim | f (x)| = +oo & hn}ﬁ -0
x—¢ Py

Satz 4.2.5: STETIGKEITSSATZE

Seien f:D; —Rund g:D, — Rstetiginé e D;NnDy #0.
Dannsind f+g, f—g, Af mit LeRund f - g stetigin . Ist g(&) #0, ist auch g stetigin ¢.

Satz 4.2.6: ZWISCHENWERTSATZ (ZWS) (INTERMEDIATE-VALUE THEOREM)

Seiena,b,a,BeR, f:[a,b] — R stetigauf[a,b]unda<a < B <b.
Dann nimmt / jeden Wert zwischen f () und f (B) an,

dh.vne(f(a), f(B)]: 35 € [a, B] mit f(§)=n.

Definition 4.2.7: MONOTONIE VON FUNKTIONEN

wachsend
fallend

f@)<f(y)

Jfalls firx,y e D gilt: x < y = fx)=F(y)

Die Funktion f : D — W heil’t monoton
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Satz 4.2.8: STETIGKEIT DER UMKEHRFUNKTION

Sei f streng monoton wachsend auf I :=[a,b] <R, a <b.
Dann existiert eine Umkehrfunktion f~1: f (I) — I, wobei f (I) S [f (a), f (b)].
Ist £ stetig in &, so ist 7! stetig in £ (¢). Ist f stetig auf [a,b], soist f(I)=[f (a), f(b)].

Satz 4.2.9:

Sei f : D — R eine geeignete Funktion. Folgende Aussagen sind dquivalent:
a) fiststetigin D.
b) V abgeschlossene A cR: f~'(A) abgeschlossen in R
c) Voffene A cR: f~1(A) offen in R (topologische Stetigkeit)

Lemma 4.2.10: MINIMUMFUNKTION, MAXIMUMFUNKTION, BETRAG STETIGER FUNKTIONEN

Seien f, g : D — R stetige Funktionen. Dann sind min(f, g), max(f,g) und |f| stetig.
(Definiert durch Funktionen D — R mit x — min{f (x), g (x)}, x — max{f (x),g (x)}, x — |f (x)].)

Satz 4.2.11: EIGENSCHAFTEN STETIGER FUNKTIONEN AUF KOMPAKTA

Sei f : D — R stetig und D < R kompakt. Dann gilt:
a) f (D) ist kompakt.
b) f istbeschrénkt,d.h.Ja,beRVxeD:a<f(x)<b

¢) f nimmt Minimum und Maximum auf D an,d.h. 3¢c,d €D : VxeD: f(c)< f(x) < f(d).

f (¢) heillt Minimumvon £, (¢, f (¢)) heil3t Tiefpunkt vom Graphen von f und ¢ heil}t Minimierer
von f. Analog Maximum, Hochpunkt, Maximierer fiir d.

d) f ist gleichmaRig stetig.
e) Ist f: D — f (D) stetig und bijektiv, dannist 1 : f (D) — D stetig.

Satz 4.2.12:

Sei f : D — R stetige Funktion, x innerer Punkt von D mit f (x) # 0.
Dann3e>0Vye . (x): f(y)#0

4.3 Folgen und Reihen von (stetigen) Funktionen

Definition 4.3.1: MENGE ALLER STETIGEN FUNKTIONEN

Die Menge aller stetigen Funktionen auf D < R wird mit C (D) bezeichnet.
Ist D =[a,b], so wird C([a,b]) := Cla, b] geschrieben.

Satz 4.3.2: RAUM DER STETIGEN FUNKTIONEN

Sei B < R kompakt.
Dann ist C(B) versehen mit der Norm || f ll¢z) := Il f Il o := m%xlf(x)l fir f € C(B) ein Banachraum.
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Satz 4.3.3: RAUM DER BESCHRANKTEN FUNKTIONEN

Ist f : D — R beschrankt, ist |||, = sup|f (x)| < +oco eine Norm.

xeD

Definition 4.3.4: KONVERGENZ VON FUNKTIONENSCHAREN

Sei D <R und (f3), eine Folge von Funktionen der Form f;, : D — R (,Funktionenschar”).
a) (f2) heilt punktweise konvergent in ¢ € D gegen £ (¢), falls %im [ (x) = f (&) existiert.

b) (/) heilt gleichmaBig konvergent (uniformly convergent) auf D gegen f : D — R, falls gilt:
Ve>03ko(¥)eNVE=ko: VxeD: |f,(x)-f(x)<e

c¢) Ist D =R kompakt und f : D — R stetig, dann gilt: f;, gleichmabig

folfi—fle—0

Satz 4.3.5: WEIERSTRASS 'SCHES MAJORANTENKRITERIUM

Seifo:D—Rmit(VEEN, xeD: |f,(x) <cy)und sei ¥ ¢, < +0o.
k=0

Dann ist E f» absolut konvergent und gleichmaRig konvergent auf D.
k=0

Seien (a;),(b;) Folgen mit E lax| < +oound f |b,| < +00, also (ag),(by) €11,
k=0 k=0

f (ay sin(kx)+ b, cos(kx)) (die Fourier-Reihe) konvergiert absolut und gleichméRig nach 4.3.5.
k=0

Man kann stetige Funktionen mit dieser Reihe darstellen.

Satz 4.3.7: STETIGKEIT UNTER KONVERGENZ

Sei f3 : D — R in ¢ stetige Funktionenschar, die gleichméBig gegen f : D — R konvergiert.
Dannist f stetigin¢.

Sei aullerdem E [+ gleichmé&Big konvergent auf D. Dann ist x — E [ (x) stetig auf D.
k=0 k=0

Ubung 4.3.8: NULLSTELLE VON POLYNOMEN

Jedes Polynom ungeraden Grades hat mindestens eine reelle Nullstelle.

4.4 Potenzreihen

Definition 4.4.1: POTENZREIHE

Eine Potenzreihe ist eine Reihe in C der Form P (2) := Y a; (z — 2o)".
£=0
2o € C heilt Entwicklungszentrum der Potenzreihe.

28
© study.woalk.de


https://study.woalk.de

4 Funktionen Analysis | | V.M. | Universitat Siegen

Satz 4.4.2: KONVERGENZ VON POTENZREIHEN

Sei P (z) eine Potenzreihe. too falls A=0
Formel von Cauchy-Hadamard: Sei A :=limsup ¢/la,Jund r:=<{ 1/, falls 1eR"

Feo 0 fallsA=+o0

P (z) ist absolut konvergent auf %, (zy):={z € C ||z —z| <r}.
Vr' <r: P(z)ist gleichméBig konvergent auf . (z,), sodass P (z) auf %, (z,) stetig ist.
r heil’t Konvergenzradius von P (z) und % (z,) heil3t Konvergenzkreis.
Es ist keine allgemeine Aussage liber ., (z¢):={z € C | |z — z¢| = r} moglich.

Bemerkung 4.4.3: ALTERNATIVE BERECHNUNG ZUR CAUCHY-HADAMARD-FORMEL

Ap+1

hm falls der Grenzwert existiert.

® h AGM
1. expz = Y. +2* (Entwicklungszentrum 0), \/7&»0 = r=+0c0

p=o”
) . _ ® 1y L2041 0. x (_1)% A
. s1nz—ngo(— ) il = Z 2k 4 kgo T2

k gerade k ungerade
0 % gerade
Viapl = = limsup ¥]a,|=0 = r=+00
k {% k ungerade PVid

3. cosz = Z( 1" mit » = +oo analog 2.

(Zn)‘

Definition 4.4.5: HYPERBELFUNKTIONEN

1. coshz :—

(2 ), ,cosinus hyperbolicus” mit » = +oo.

o0

2. sinhz:= Z sinus hyperbolicus” mit r = +oco.

@n+D'"

Bemerkung 4.4.6: EIGENSCHAFTEN DER HYPERBELFUNKTIONEN

Sei z € C beliebig.
« cosh(—z) =coshz und sinh(-z) = —sinhz
= cosh0=1undsinh0=0
+ e =coshz +sinhz und damit e = coshz —sinh z
= coshz = (e*+e?)und sinhz = 7 (e* —e™?)

« cosh(iz) = cosz und sinh(iz) =1i-sinz
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Satz 4.4.7: ADDITIONSTHEOREME

Seien z1,2z5 € C.
* cos(z1+29) =€0S21C0S29 —Sinz; sinzy
* sin(z; +29) = SInz; CoS 2y + €C0S 21 SIN 2y
« cosh(z; +2z9) = coshz; coshz, + sinhz; sinh z,
+ sinh(z; + z5) = sinh z; cosh zy + cosh z; sinh z,

= cos?z +sin’z = 1 und cosh?z — sinh?z = 1

Bemerkung 4.4.8: IM ERGEBNIS: NULLSTELLE DES SINUS

sin z konvergiert nach Leibniz. Dann gilt fir p e N: 36 (p) €10, 1[ : f a, = 19%4,1(—1)"+1

n=p+1
[ee) o0
. _ _ n 22n+1 _ 2 _ 2 _ n 22n+1 . 2
sin2 = Z_: (=1 @n+1)! — 1 38! Z_: (=1 2n+1)! = sin2 > 37 0
n=0 n=2
M ————
8 =02 (-112>0
43 45 47 49 411
Analog:sind=4— —+ —— —+—+0—(-1)° >sin4 <0
C o3 5 79 11
<—?)i66 :0

Zws
= sin muss in ]2,4[ (min.) eine Nullstelle haben.

Definition 4.4.9: Pi

Die kleinste Nullstelle des sin in ]2, 4[ wird mit 7 bezeichnet.

Bemerkung 4.4.10: WEITERE EIGENSCHAFTEN DER TRIGONOMETRISCHEN FUNKTIONEN

* cosZ=0undcosx>O0flrxe]-%, Z[ und cosx <O fiirxe|Z,

« und sinx > 0 flr x € 10, z[ und sinx < O fir x € 17, 27|

DO |Co

d

+ sin und cos sind 2sx-periodisch.
+ cos ist streng monoton fallend auf [0, 7].
* cos |[O - hat stetige Umkehrfunktion: arccos : [-1,1] — [0, 7]

. sin|[_%’ ] hat stetige Umkehrfunktion: arcsin: [-1,1] — [-Z, Z]

+ e'" = cosm +isinz = —1 (Euler-ldentitat)

Satz 4.4.11: IDENTITATSSATZ FUR POTENZREIHEN

SeizoeCund P(2):= 3 ay(z—20), Q(2):= 3 P (2 —20)" Potenzreihen mit rp,rq = 8 € R*.

n=0 n=0
Falls eine Folge (w;) existiert mit w; == zo und V.j e N: (w; # zo und P (w;) = Q (w;)), dann gilt
P=@Q,alsoVkeN: a, = p.

= Wenn f in einem Kreis um z, in eine konvergente Potenzreihe entwickelbar ist, so ist diese
Entwicklung (d.h. die Koeffizientenfolge) eindeutig. Eine solche Funktion nennt man analytisch.

= Hat P (z) unendlich viele Nullstellen, die sich in z, hdufen, dannist Vze C: P (0)=0.
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5 Eindimensionale Differentialrechnung

5.1 Ableitungen

Definition 5.1.1: DIFFERENZIERBARKEIT

Sei f : D — R, x, innerer Punkt von D.
f heiBt in x, differenzierbar (,diffbar), falls lim [xot W 70) exstiert.

Dann heil’t £’ (x,) := % (x0) := %Lur(}w Ableitung oder Differentialquotient von f in x,.

Rechts-/linksseitig differenzierbar mit lim bzw. ;}1%1 .

h—0%

Bezeichnung: f7 (xo) := ‘g—xf(xo) bzw. £’ (x¢) := %(xo)

Ist f diffbar Vx € D (und D offen), so heil’t f differenzierbar.

Sind Ableitungen diffbar (f ,n-mal diffbar”), so ist £ := &L := (£*-1)’ die n-te Ableitung von f.

T e

Bemerkung 5.1.2: DIFFERENZIERBAR AUF ABGESCHLOSSENEN INTERVALLEN

Manchmal wird eine Funktion f : [a, b] — R diffbar genannt, wenn f|]a,b[ diffbaristund f in a rechts-
seitig und in b linksseitig diffbar ist.

Satz 5.1.3: DIFFERENZIERBARKEIT UND STETIGKEIT

Sei f : D — R diffbarin xq € D. Dann ist f stetig in x,. Die Umkehrung gilt i.A. nicht.
Analog: rechts-/linksseitig diffbar = rechts-/linksseitig stetig.

Satz 5.1.4: ABLEITUNGSREGELN

Seien f,g : D — R (rechts-/linksseitig) diffbar in x, € D. Dann gilt:
a) Linearitdt: f +g, f — g, Af mit 1 € R sind (rechts-/linksseitig) diffbar in x,
wobei (f +g) (xo) = f'(x9) = &' (x9) und (Af) (x0) = A+ " (x0).
b) Produktregel: f - g ist (rechts-/linksseitig) diffbar in x,,
wobei (f - g)' (x0) = ' (x0) g (o) + f (x0) &' (x0).
¢) Quotientenregel: Ist Vxe D : g(x)#0, so ist g in x, (rechts-/linksseitig) diffbar

!
f _ ['x0)g(xo)—f(x0)g’ (x)
und (g) (x0) = (g(x0)?2 :

Satz 5.1.5: KETTENREGEL

Seien f : D — Rin x, diffbarund g : f (D) — R in f (x,) diffbar.
Dannistgof :D — Rin x, diffoar und (go f) (x0) = 8" (f (x0)) - f' (x0).

Lemma 5.1.6: ABLEITUNG DER UMKEHRFUNKTION

Sei f :Ja,b[ — R streng monoton sf[aelilgegr?d und in x € Ja, b[ diffbar, wobei f’(xy) # 0.
Dannist £~ in £ (xo) diffbar und (£ ™)' (f (xo)) = et

Alle Monome und damit alle Polynome sind diffbar.

— Ende des 1. Semesters.
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