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Satz 1.3.9: GEOMETRISCHE SUMME

Für q ∈R\{1} , n ∈N gilt: n∑
k=0

qk = 1−qn+1

1−q

Satz 1.3.10: ARCHIMEDISCHE ANORDNUNG

R ist ein archimedisch angeordneter Körper, d.h.: ∀a,b ∈ R mit a,b > 0 : ∃n ∈N : na > b.
⇒∀a ∈R+ ∃n ∈N : 0< 1

n < a

Satz 1.3.15: BERNOULLI’SCHE UNGLEICHUNG

∀x ∈ [−1, +∞[\{0} ∀n ∈N,n ≥ 2 : (1+ x)n > 1+nx

Satz 1.4.6: AGM-UNGLEICHUNG

Seien a1, . . . ,an ≥ 0. Dann gilt: n

√
n∏

k=1
ak︸ ︷︷ ︸

geometrisches Mittel

≤ 1
n

n∑
k=1

ak︸ ︷︷ ︸
arithmetisches Mittel

Beispiel 2.1.14: EIN PAAR FOLGEN

• Sei x1 := 1, xn+1 := 1
xn
+ xn

2 . Es gilt: (xn)−→p
2

• Sei xn := (
1+ m

n

)n mit m ∈Z, n > |m|. Es gilt: (xn)−→ em Sowird die Eulersche Zahl e definiert.
• 1p

n −→ 0, n!
nn −→ 0, n

p
n −→ 1, n2p

n!−→ 1

Satz 2.1.19: SATZ VON BOLZANO-WEIERSTRASS FÜR FOLGEN

Jede beschränkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge. (Gilt nicht in Q!)
Äquivalent: Jede beschränkte Folge hat mindestens einen Häufungswert in R (ohne ±∞).

Satz 2.1.21: EIGENSCHAFTEN DER CAUCHY-FOLGE

a) Jede kovergente Folge ist Cauchy-Folge.
b) Jede Cauchy-Folge ist beschränkt.
c) Jede Cauchy-Folge ist konvergent in R (nicht in Q!).

Satz 2.2.3: CAUCHY’SCHES KONVERGENZKRITERIUM

∞∑
k=0

ak konvergiert genau dann, wenn gilt: ∀ε> 0 ∃n0 (ε) ∀n,m ≥ n0 (ε) , m > n :
∣∣∣∣ m∑
k=n+1

ak

∣∣∣∣< ε
→ ∑∞

k=0 ak konvergent ⇒ rn :=∑∞
k=n+1 ak

n→∞−−−→ 0 (Restglied) und ak
k→∞−−−→ 0

Beispiel 2.2.5: WICHTIGE REIHEN

b) Geometrische Reihe:
∞∑

k=0
qk = 1

1−q für |q| < 1.
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Beispiel 2.2.10: RIEMANN’SCHE ZETA-FUNKTION

• . . .ζ (2)= π2

6

Satz 2.2.11: QUOTIENTENKRITERIUM (RATIO TEST)

Sei k0 ∈N fest und ∀k ≥ k0 : ak > 0.
1. ∃0< q < 1 : ∃k1 ∈N :∀k ≥ k1 : ak+1

ak
≤ q ⇒∑∞

k=0 ak konvergent
2. ∃k1 ∈N :∀k ≥ k1 : ak+1

ak
≥ 1⇒∑∞

k=0 ak =+∞
3. limsup ak+1

ak
< 1⇒∑∞

k=0 ak konvergiert

Satz 2.2.12: WURZELKRITERIUM (ROOT TEST)

Sei k0 ∈N fest und ∀k ≥ k0 : ak > 0.
1. ∃0≤ q < 1 : ∃k1 ∈N :∀k ≥ k1 : k

p
ak ≤ q ⇒∑∞

k=0 ak konvergent
2. ∃k1 ∈N :∀k ≥ k1 : k

p
ak ≥ 1⇒∑∞

k=0 ak =+∞
3. limsup k

p
ak < 1⇒∑∞

k=0 ak konvergiert

Satz 2.2.15: LEIBNIZKRITERIUM (ALTERNATING SERIES TEST)

Sei ∞∑
k=0

ak alternierend (d.h. ∀n ∈N : sgn(anan+1)=−1), und (|an|) einemonoton fallende Nullfolge.
Dann konvergiert ∞∑

k=0
ak und es gilt

∣∣∣∣ ∞∑
k=0

ak −
n∑

k=0
ak

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=∑∞

k=n+1 ak : Restglied

≤ |an+1|.

Satz 2.2.17: VERDICHTUNGSSATZ VON CAUCHY (CAUCHY CONDENSATION THEOREM)

Seien ∀n ∈N : an > 0 und (an)↘. Dann gilt: ∑∞
n=0 konvergiert ⇔∑∞

n=0 2na2n konvergiert

Satz 2.2.21: CAUCHYPRODUKT

Seien ∑∞
n=0 an und ∑∞

n=0 bn absolut konvergent.
Dann ist die Produktreihe

∞∑
n=0

ck =
( ∞∑

n=0
an

)
·
( ∞∑

n=0
bk

)
konvergent. Insbesondere gilt cn =

n∑
k,l=0
k+l=n

akbl

Also: c0 = a0b0, c1 = a0b1 +a1b0, c2 = a0b2 +a1b1 +a2b0, . . .

Satz 2.3.6: HAUPTSATZ

Sei K ein archimedisch angeordneter Körper. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:
1. Supremum-Eigenschaft: Jede nach oben beschränkte, nicht-leere Teilmenge vonK besitzt einSupremum.
2. Dedekind’scher Schnitt: Jeder Dedekind’sche Schnitt hat genau eine Schnittzahl.
3. Monotoniekriterium: Jede nach oben beschränkte monoton wachsende Folge ist konvergent.
4. Intervallschachtelungseigenschaft: Jede Intervallschachtelung zieht sich auf genau einenPunkt zusammen.
5. Satz von Bolzano-Weierstraß: Jede beschränkte Folge hat min. eine konvergente Tf.
6. Vollständigkeit: Jede Cauchy-Folge in K ist konvergent.
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Satz 3.1.22: BANACH’SCHER FIXPUNKTSATZ

Sei (E,d) ein vollständiger metrischer Raum und f : E → E eine Abbildung, die kontrahierend ist,d.h. ∃q ∈ ]0,1[, sodass ∀x, y ∈ E : d ( f (x) , f (y))≤ qd (x, y).Dann hat f genau einen Fixpunkt, d.h. ein x̂ ∈ E mit f (x̂) = x̂, wobei x̂ der Grenzwert der Folgedefiniert durch x0 ∈ E beliebig, xn+1 := f (xn) ist, und es gelten die Fehlerabschätzungen
a) A-priori: d (xn, x̂)≤ qn

1−q d (x1, x0)

b) A-posteriori: d (xn, x̂)≤ q
1−q d (xn, xn−1) (genauer)

Definition 4.1.1: FOLGENSTETIGKEIT

Eine Funktion f : D →W ist
a) stetig (continuous) in x ∈ D :⇔∀ Folge (yn) mit yn −→ x gilt: f (yn)−→ f (x).
b) f stetig in ξ ∈R ⇔ lim

x→ξ
f (x)= f (ξ)

c) stetig, falls f stetig in allen x ∈ D ist.

Satz 4.1.2: EPSILON-DELTA-KRITERIUM FÜR STETIGKEIT

Funktion f : D →W ist stetig in x ∈ D ⇔∀ε> 0 ∃δ> 0 :∀y ∈ D : (|y− x| < δ⇒| f (y)− f (x)| < ε)oder, verallgemeinert auf metrische Räume (E,d), alternativ: d (y, x)< δ⇒ d ( f (y) , f (x))< ε

x

f (x)

f (x)−ε

f (x)+ε

x−δ x+δ „Es gibt ein δ, sodass die Fkt.-werte im ε-Schlauch bleiben“

Definition 4.1.3: LIPSCHITZSTETIGKEIT & GLEICHMÄSSIGE STETIGKEIT

Sei f : D →W eine Funktion. f heißt
a) Lipschitzstetig oder Lipschitzsch/Lipschitzabbildung, falls gilt:

∃L > 0 (Lipschitzkonstante), sodass ∀x, y ∈ D : | f (x)− f (y)| ≤ L |x− y|.
• Allgemein für metrische Räume: dD ( f (x) , f (y))≤ L ·dW (x, y)
• Eine Kontraktion ist Lipschitzabbildung mit L < 1.

b) gleichmäßig stetig (uniformly continuous), falls gilt:
∀ε> 0 ∃δ (�x)> 0 ∀x, y ∈ D : (|y− x| < δ⇒| f (y)− f (x)| < ε)

Satz 4.1.4: ZUSAMMENHANG DER STETIGKEITEN

Es gilt: Lipschitzstetig ⇒ gleichmäßig stetig ⇒ stetigDie Umkehrung gilt jeweils i.A. nicht.
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Beispiel 4.1.5: WICHTIGE STETIGE FUNKTIONEN

• Jedes Monom und nach GWS damit jedes Polynom ist stetig.
• Jede Metrik und damit jede Norm ist stetig.
• exp x ist stetig.
• p

x ist stetig auf R+
0 .

Aber:
p

x ist nicht Lipschitzstetig auf R+
0 , aber Lipschitzstetig auf [a,∞[ ∀a > 0.

• 1
x ist stetig! (nicht definiert in 0→ 0 ist „egal“ für Stetigkeit)
1
x ist nicht gleichmäßig stetig (bei ε= 1 gibt es kein passendes δ).

• ln x ist stetig auf R+.
• npx stetig auf R+

0 für n ∈N\{0,1}.

Satz 4.2.6: ZWISCHENWERTSATZ (ZWS) (INTERMEDIATE-VALUE THEOREM)

Seien a,b,α,β ∈R, f : [a,b]→R stetig auf [a,b] und a ≤α<β≤ b.Dann nimmt f jeden Wert zwischen f (α) und f
(
β
) an,d.h. ∀η ∈ [

f (α) , f
(
β
)]

: ∃ξ ∈ [
α,β

] mit f (ξ)= η.

Satz 4.2.11: EIGENSCHAFTEN STETIGER FUNKTIONEN AUF KOMPAKTA

Sei f : D →R stetig und D ⊆R kompakt. Dann gilt:
a) f (D) ist kompakt.
b) f ist beschränkt, d.h. ∃a,b ∈R ∀x ∈ D : a ≤ f (x)≤ b
c) f nimmt Minimum und Maximum auf D an, d.h. ∃c,d ∈ D : ∀x ∈ D : f (c)≤ f (x)≤ f (d).

f (c) heißtMinimum von f , (c, f (c)) heißtTiefpunkt vomGraphen von f und c heißtMinimierervon f . Analog Maximum, Hochpunkt, Maximierer für d.
d) f ist gleichmäßig stetig.
e) Ist f : D → f (D) stetig und bijektiv, dann ist f −1 : f (D)→ D stetig.

Satz 4.2.12:

Sei f : D →R stetige Funktion, x innerer Punkt von D mit f (x) 6= 0.Dann ∃ε> 0 ∀y ∈Uε (x) : f (y) 6= 0

Definition 4.3.4: KONVERGENZ VON FUNKTIONENSCHAREN

Sei D ⊆R und ( fk)k eine Folge von Funktionen der Form fk : D →R („Funktionenschar“).
a) ( fk) heißt punktweise konvergent in ξ ∈ D gegen f (ξ), falls lim

k→∞
fk (x)= f (ξ) existiert.

b) ( fk) heißt gleichmäßig konvergent (uniformly convergent) auf D gegen f : D → R, falls gilt:
∀ε> 0 ∃k0 (�x) ∈N ∀k ≥ k0 : ∀x ∈ D : | fk (x)− f (x)| < ε

c) Ist D ⊆R kompakt und f : D →R stetig, dann gilt: fk
gleichmäßig−−−−−−−→ f ⇔‖ fk − f ‖∞ −→ 0

Satz 4.3.5: WEIERSTRASS’SCHES MAJORANTENKRITERIUM

Sei fk : D →Rmit (∀k ∈N, x ∈ D : | fk (x)| < ck) und sei ∞∑
k=0

ck <+∞.
Dann ist ∞∑

k=0
fk absolut konvergent und gleichmäßig konvergent auf D.

© study.woalk.de 5

https://study.woalk.de


Analysis I | V.M. | Universität Siegen

Satz 4.4.2: KONVERGENZ VON POTENZREIHEN

Sei P (z) eine Potenzreihe.
Formel von Cauchy-Hadamard: Sei λ := limsup

k→∞
kp|ak| und r :=


+∞ falls λ= 0
1/λ falls λ ∈R+

0 falls λ=+∞
P (z) ist absolut konvergent auf Kr (z0) := {z ∈C | |z− z0| < r}.
∀r′ < r : P (z) ist gleichmäßig konvergent auf Kr′ (z0), sodass P (z) auf Kr (z0) stetig ist.
r heißt Konvergenzradius von P (z) und Kr (z0) heißt Konvergenzkreis.Es ist keine allgemeine Aussage über Sr (z0) := {z ∈C | |z− z0| = r} möglich.

Bemerkung 4.4.3: ALTERNATIVE BERECHNUNG ZUR CAUCHY-HADAMARD-FORMEL

λ= lim
k→∞

∣∣∣ ak+1
ak

∣∣∣ falls der Grenzwert existiert.

Bemerkung 4.4.6: EIGENSCHAFTEN DER HYPERBELFUNKTIONEN

Sei z ∈C beliebig.
• cosh(−z)= cosh z und sinh(−z)=−sinh z
⇒ cosh0= 1 und sinh0= 0

• ez = cosh z+sinh z und damit e−z = cosh z−sinh z
⇒ cosh z = 1

2 (ez + e−z) und sinh z = 1
2 (ez − e−z)

• cosh(iz)= cos z und sinh(iz)= i ·sin z

Satz 4.4.7: ADDITIONSTHEOREME

Seien z1, z2 ∈C.
• cos(z1 + z2)= cos z1 cos z2 −sin z1 sin z2

• sin(z1 + z2)= sin z1 cos z2 +cos z1 sin z2

• cosh(z1 + z2)= cosh z1 cosh z2 +sinh z1 sinh z2

• sinh(z1 + z2)= sinh z1 cosh z2 +cosh z1 sinh z2

⇒ cos2 z+sin2 z = 1 und cosh2 z−sinh2 z = 1
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