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Eine ultrakompakte Sammlung einiger der allerwichtigsten, schwer zu merkenden Satze.

Eine Zusammenfassung der Veranstaltungen der Analysis 1im Wintersemester 2017/18 der Universitat Siegen.
Diese Zusammenfassung ersetzt keine Klausurvorbereitung. Sie wurde unabhéangig von der Universitat erstellt und beinhal-
tet kaum etwas, aus dem man lernen kann, nur anwenden, wenn man es bereits kennt.

Alles aus der Vorlesung, dem zugehdrigen Skript und den zugehdrigen Ubungen, meiner Zusammenfassung oder meinem
Kompaktmerkzettel, was nicht in dieser Zusammenfassung enthalten ist, ist dennoch wichtig fiir das Verstandnis oder den
Beweis der gegebenen Satze.

Die Nummerierung in dieser Zusammenfassung entspricht nicht der Nummerierung in einer Vorlesung. Sie
sollte nicht zum Lernen verwendet werden, nur zur chronologischen Orientierung.

Sie entspricht der Nummerierung aus meiner kompletten Zusammenfassung, daher ,fehlen” einige Nummern.
Die Namen wichtiger Satze zu lernen ist sinnvoller!
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Satz 1.3.9: GEOMETRISCHE SUMME

Firg e R\ {1}, neNgilt: ¥ ¢* = 1-gn*1
k=0

1-¢q

Satz 1.3.10: ARCHIMEDISCHE ANORDNUNG

R ist ein archimedisch angeordneter Korper, d.h.: Va,b € R mita,b>0:3neN:na > b.
=>VYaeR"IneN: 0<%<a

Satz 1.3.15: BERNOULLI'SCHE UNGLEICHUNG

Vxe[-1, +oo[\{0} VneN,n=2: (1+x)">1+nx

Satz 1.4.6: AGM-UNGLEICHUNG

n 1 n
Seienay,...,a, = 0. Dann gilt: lar = =) as
k=1 ng=
—— ——
geometrisches Mittel ~ arithmetisches Mittel

* Seixy =1, Xy 0= 2+ 2 Es gilt: (x,) — V2
* Seix, :=(1+2)" mitm € Z, n> |m|. Es gilt: (x,) — e™ So wird die Eulersche Zahl e definiert.

e L0, % 0, ¢n—1, Val—1

S

Satz 2.1.19: SATZ VON BoLZANO-WEIERSTRASS FUR FOLGEN

Jede beschrénkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge. (Gilt nicht in Q!)
Aquivalent: Jede beschrankte Folge hat mindestens einen Haufungswert in R (ohne +00).

Satz 2.1.21: EIGENSCHAFTEN DER CAUCHY-FOLGE

a) Jede kovergente Folge ist Cauchy-Folge.
b) Jede Cauchy-Folge ist beschrankt.
c¢) Jede Cauchy-Folge ist konvergent in R (nicht in Q!).

Satz 2.2.3: CAUCHY'SCHES KONVERGENZKRITERIUM

m
Y ap|l <é&

Y a; konvergiert genau dann, wenn gilt: Ve > 0 3ny(e) Vr,m =ny(e), m>n:
k=0 k=n+1

— Y% a; konvergent = 7, := ¥ a; 2= 0 (Restglied) und a; 2= 0

b) Geometrische Reihe: f q* = ﬁ fir |g| < 1.
k=0
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CL@)=E

Satz 2.2.11: QUOTIENTENKRITERIUM (RATIO TEST)

SeikyeNfestund Vk = ky:a; >0.
1. 3I0<q<1:3k eN:VE=Fk;: %L <g= Y% a; konvergent

ar

2. Elk1€N:Vk2k1:a§—:zlzzZ°:Oak=+oo

3. limsup 2 <1= ¥, a; konvergiert

Satz 2.2.12: WURZELKRITERIUM (ROOT TEST)

Sei kyeNfestund Vk = kj:a; > 0.
1. 30=<qg<1:3k,eN:VE =k, {/a, <q =), ,a, konvergent
2. dk1eN:VE2R: o, 212 Y 2 a) =400
3. limsup {/a; <1=3;2,a; konvergiert

Satz 2.2.15: LEIBNIZKRITERIUM (ALTERNATING SERIES TEST)

Sei f a;, alternierend (d.h. Vn e N:sgn(a,a,,;) = —1),und (Ja,|) eine monoton fallende Nullfolge.

k=0
[o0) n
Sa-Ya

k=0 k=0

(e 9]
Dann konvergiert 3" a, und es gilt <lapsl.
k=0

:ZZ":Wrl ay,: Restglied

Satz 2.2.17: VERDICHTUNGSSATZ VON CAUCHY (CAUCHY CONDENSATION THEOREM)

Seien VneN:a, >0und (a,) \.. Dann gilt: 3_>7 ; konvergiert & ¥ >° /2" a4. konvergiert

Satz 2.2.21: CAUCHYPRODUKT

Seien Y7 ,a, und Y77, b, absolut konvergent.
Dann ist die Produktreihe ) ¢, = (Z an) . (Z bk) konvergent. Insbesondere gilt ¢, = Y. a.b;
n=0 n=0 n=0 k,1=0
k+l=n

Satz 2.3.6: HAUPTSATZ

Sei K ein archimedisch angeordneter Kérper. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Supremum-Eigenschaft: Jede nach oben beschrankte, nicht-leere Teilmenge von K besitzt ein
Supremum.

2. Dedekind'scher Schnitt: Jeder Dedekind’'sche Schnitt hat genau eine Schnittzahl.
3. Monotoniekriterium: Jede nach oben beschrankte monoton wachsende Folge ist konvergent.

4. Intervallschachtelungseigenschaft: Jede Intervallschachtelung zieht sich auf genau einen
Punkt zusammen.

5. Satz von Bolzano-Weierstra3: Jede beschrankte Folge hat min. eine konvergente Tf.
6. Vollstandigkeit: Jede Cauchy-Folge in K ist konvergent.
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Satz 3.1.22: BANACH'SCHER FIXPUNKTSATZ

Sei (E,d) ein vollstdndiger metrischer Raum und f : E — E eine Abbildung, die kontrahierend ist,
d.h. 3¢ €10,1[, sodass Vx,y € E: d(f (x),f () <qd(x,y).

Dann hat f genau einen Fixpunkt, d.h. ein X € E mit f (&) = &, wobei £ der Grenzwert der Folge
definiert durch x4 € E beliebig, x,,1 := f (x,,) ist, und es gelten die Fehlerabschatzungen

a) A-priori: d(x,,%) < %d(xl,xo)

b) A-posteriori: d (x,,,%) < ﬁd(xn,xn_l) (genauer)

Definition 4.1.1: FOLGENSTETIGKEIT

Eine Funktion f : D — W ist
a) stetig (continuous) in x € D :< V Folge (y,) mit y, — x gilt: £ (y,,) — f ().
b) f stetiginéeR & lin}f(x): JlC3)

c) stetig, falls f stetig in allen x € D ist.

Satz 4.1.2: EPSILON-DELTA-KRITERIUM FUR STETIGKEIT

Funktion f : D — Wist stetiginxe D ©Ve>036>0:VyeD: (ly—x|<d=>|f(y)-f (x)|<¢)
oder, verallgemeinert auf metrische Raume (E,d), alternativ: d (y,x) <6 => d (f (y),f (x)) < e

f)+e
/

P—

fx)—¢

,ES gibt ein §, sodass die Fkt.-werte im e-Schlauch bleiben”

Definition 4.1.3: LIPSCHITZSTETIGKEIT & GLEICHMASSIGE STETIGKEIT

Sei f : D — W eine Funktion. f heil3t
a) Lipschitzstetig oder Lipschitzsch/Lipschitzabbildung, falls gilt:
3L > 0 (Lipschitzkonstante), sodass Vx,yeD: |[f(x)— f (y)|<L|x—y|.
o Allgemein fiir metrische Raume: dp (f (x),f (y)) <L -dw(x,y)
¢ Eine Kontraktion ist Lipschitzabbildung mit L < 1.
b) gleichmaBig stetig (uniformly continuous), falls gilt:
Ve>030()>0Vx,yeD :(ly—xl<d=>1f(y)-f(x)<¢)

Satz 4.1.4: ZUSAMMENHANG DER STETIGKEITEN

Es gilt: Lipschitzstetig = gleichmaRig stetig = stetig
Die Umkehrung gilt jeweils i.A. nicht.
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+ Jedes Monom und nach GWS damit jedes Polynom ist stetig.
+ Jede Metrik und damit jede Norm ist stetig.
+ expux ist stetig.
* V/x ist stetig auf R;.
Aber: \/x ist nicht Lipschitzstetig auf R, aber Lipschitzstetig auf [a,oc0[ Va > 0.
. ;1C ist stetig! (nicht definiertin 0 — 0 ist ,egal” fiir Stetigkeit)
3—16 ist nicht gleichmaBig stetig (bei ¢ = 1 gibt es kein passendes §).
* Inx ist stetig auf R*.
* {/x stetig auf R, fiir n e N\ {0, 1}.

Satz 4.2.6: ZWISCHENWERTSATZ (ZWS) (INTERMEDIATE-VALUE THEOREM)

Seiena,b,a,BeR, f:[a,b] — R stetigauf[a,b]unda<a < B <b.
Dann nimmt f jeden Wert zwischen £ (a) und f (B) an,

dh.Vne[f(@), f(B)]: I €[a,B] mitf (&) =n.

Satz 4.2.11: EIGENSCHAFTEN STETIGER FUNKTIONEN AUF KOMPAKTA

Sei f : D — R stetig und D < R kompakt. Dann gilt:
a) f(D)ist kompakt.
b) fist beschrdankt,d.h.da,beRVxeD:a<f(x)<b

¢) f nimmt Minimum und Maximum auf D an,d.h. 3¢, d €D : VxeD: f(c)< f(x) < f(d).

f (c) heillt Minimumvon £, (¢, f (¢)) heildt Tiefpunkt vom Graphen von f und ¢ heil3t Minimierer
von f. Analog Maximum, Hochpunkt, Maximierer fiir d.

d) f ist gleichmaRig stetig.
e) Ist f: D — f (D) stetig und bijektiv, dannist =1 : f (D) — D stetig.

Satz 4.2.12:

Sei f : D — R stetige Funktion, x innerer Punkt von D mit f (x) # 0.
Dann3e>0Vye . (x): f(y)#0

Definition 4.3.4: KONVERGENZ VON FUNKTIONENSCHAREN

Sei D <R und (f3,), eine Folge von Funktionen der Form f;, : D — R (,Funktionenschar”).
a) (f) heilt punktweise konvergent in & € D gegen f (¢), falls %im fr (x) = f (&) existiert.

b) (f.) heillt gleichmaBig konvergent (uniformly convergent) auf D gegen f : D — R, falls gilt:
Ve>03ko()ENVE=ky: VxeD: |f,(x)-f(x) <e

gleichmaRig

c) Ist D <R kompakt und f : D — R stetig, dann gilt: f;, feolfi-fl,—0

Satz 4.3.5: WEIERSTRASS'SCHES MAJORANTENKRITERIUM

Seify,:D —Rmit(VEEN, xeD: |fy(x)] < cx) und sei 3 ¢ < +00.
k=0

Dann ist E f» absolut konvergent und gleichmaRig konvergent auf D.
k=0
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Satz 4.4.2: KONVERGENZ VON POTENZREIHEN

Sei P (z) eine Potenzreihe. too fallsA=0
Formel von Cauchy-Hadamard: Sei A :=limsup V/la,Jundr:=<{1/, falls 1eR*

koo 0 fallsA=+o0

P (z) ist absolut konvergent auf %, (z):={z € C ||z —z,| <r}.
Vr' <r: P(z)ist gleichméBig konvergent auf #,. (z,), sodass P (z) auf %, (z,) stetig ist.
r heil’t Konvergenzradius von P (z) und % (z,) heil3t Konvergenzkreis.
Es ist keine allgemeine Aussage iiber ., (z¢):={z € C | |z — z¢| = r} mOglich.

Bemerkung 4.4.3: ALTERNATIVE BERECHNUNG ZUR CAUCHY-HADAMARD-FORMEL

Qp+1

A =lim |2

k—o00

falls der Grenzwert existiert.

Bemerkung 4.4.6: EIGENSCHAFTEN DER HYPERBELFUNKTIONEN

Sei z € C beliebig.
+ cosh(—z) =coshz und sinh(-z) = —sinhz
= cosh0=1undsinh0=0
« ¢® = coshz +sinhz und damit e™* = coshz — sinh z
= coshz = %(ez +e?)und sinhz = %(ez —e7?)

» cosh(iz) = cosz und sinh(iz) =i-sinz

Satz 4.4.7: ADDITIONSTHEOREME

Seien z,,z5 € C.
* cos(z1+29) =€0S2;C0S29 —SINZ; SiNZy
* sin(z; +29) = Sinz; CoS 2y + €COS 21 Sinzg
+ cosh(z; +2z9) = coshz; coshz, + sinh z; sinh z,
+ sinh(z; + zy) = sinh z; cosh z, + cosh z; sinh z,

= cos?z +sin?z = 1 und cosh?z —sinh?z =1

© study.woalk.de


https://study.woalk.de

