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1.1

« Dreiecksungl.: [x + y| <

- Firn,k €N, n <k sei(}):=

n
« AGM-Ungl..a; =20= 7/ [] ap < %
\/ k=1 3

Reelle Zahlen
« Fur Mengen A, B, C gilt:

> AnBSAundAnB<B
AcAuBundB<AUB
Ac<BAB<cAsA=B
ANBUC)=(A\B)N(A\C)
ANBNC)=(A\B)U(A\C)

a) inj. (le.): Vmi,moe M :
fm1)=f(mz)=>mi=ms

b) surj. (t.):VneN:ImeM:f(m)=n
s Fiurf:X—Yund A1, Ay € X gilt:

> A1 A= f(A)Sf(Ag)

> f(A1UAg)=f(A1)Uf(A)

> f(A1NA) S f(A1)Nf(Ag)
+ Gruppe: Assoz., Neutr., Inv.

>
>
>
>

+ Monoid: Assoz., Neutr.

+ Korper: + Ab. Gruppe, - komm. Monoid,
(K* =K\ {0},-) Ab. Gruppe, Distr.-Gesetze

+ JR mit folgenden Eigenschaften:

1. Rist ein Korper.
2. Ristangeordnet, d.h. 3 Rel. <, sodass:
2.1. Rist totalgeordnet, d.h.
2.1.1. Rist teilgeordnet, d.h.
> VxeR:x < x (reflexiv)
> Vx,y,zeER:x<yAy<z=
x < z (transitiv)
> Vx,yeR:x<yAy<sx=>
x =y (injektiv)
21.2. Vx,yeR:x<yVy<x(total)
2.2. Die Ordnung ist vertraglich mit
Addition und Multiplikation, d.h.
Va,b,ceR:
221. a<b=>a+c<b+c
222 . a<b,0<sc>a-c<b-c
3. R ist vollstandig (complete), d.h. jede
nach oben beschrankte, nicht-leere Teil-
menge von R besitzt ein Supremum in R.

+ Kompaktifizierung R:=RuU {+o0}

[oc|+|y| (fur - istes =)

* GauB'sche Summenformel: Y7’ %k = %
+ Geometrische Summe: n "
Fir g e R\ {1}, n e Ngilt: ¥ ¢* = ;q
k=0

+ R ist ein archimedisch angeordneter Korper,

d.h:Va,beRmita,b>0:dneN:na >b.
=>VaeR"IneN: O<%<a

+ Bernoulli: Vx €[-1, +oo[\{0},neN,n =2

1+x)">1+nx

(n— k)' k!

+ Binomischer Lehrsatz: Fiirx, y € R, n € N gilt:

(e +)" = Tho (Rt y ™

+ Dedekind'scher Schnitt:

1. (U,V)ist eine Zerlegung von R, d.h.
@ U#pundV #¢@
b)) UnV=¢
() UuV =R

2. U<V,dh.YueUVYveV:u<v.

3! Schnittzahl ¢ = supU = infV definiert mit
U <c <V, & Vollstandigkeitsaxiom

M=

ap
1

Komplexe Zahlen

* (a,b)-(c,d):=(ac—bd, ad +bc)eC

- |z|:= VRe?z +Im?z = Vzz

* Euler:FirzeCiste” =cosz +1-sinz
. z=|z|elare®

2 Folgen und Reihen
+ kvg:Ve>0:3ng(e):Vn=ng:la, —al<e
« dvg: VM~/.0:3ng(M):Vn=ng:a,>/<M
Absolut kvg., wenn (la,|) kvg. = (a,) kvg.

GWS a, +b, — a=xp, a,b, — ap,
Z—Z—»gwenn‘v’n:bn#O,ﬁ#O

.

.

B
+ Seien (a,),(b,) Folgen mit Vn e N: b, #0.
a) a, —a€R, b, —>+oo:> —»0
b)an—>ioq, bn—ﬁER\{O}z
ﬁ\hman H +00 ‘ —00
Qn
5, >0 [| 400 | —00
<0 —00 | +oo

¢) ap — a€R\{0}, b, — 0= 3*
vergent, wobei mit festen NV € N gilt:
Vnz=N:b,>0,a>0 =  — +00
Vn=N:b,<0,a>0 = 3* — —o00
usw. .. "

. atbn+....
c+dn+..."

* Monotoniekriterium — sup/inf

durch gr. Pot. des Nenners kiirzen

* (I,,) Intervallschachtelung, wenn

1. VneN: I,,1<1,
2. |I,|=b,—a, — 0 (IntervallgroRe)

+ (ay) kvg. = V Tf. kvg.
+ (a,) monoton und hat kvg. Tf. = (a,) kvg.
+ YV Folgen hat min. eine monotone Tf.

+ Bolzano-WeierstraB3: Jede beschrankte Folge
besitzt kvg. Tf. (nicht in Q) oder: Jede beschr.
Folge hat min. einen echten Hw. in R

« Cf.Ve>03angVrn,m=ng:la,—anpl<e

+ Folge kvg. = Cauchy-Folge

+ Jede Cauchy-Folge ist beschrankt

+ Jede Cf. ist konvergent in R

2.2 Reihen

+ Reihe abs. kvg. wenn Y |a, | kvg = Y a, kvg.

+ Cauchy Kvg.krit.: .7°  ay kvg. © Ve >0
dng(e) Vn,m = nge), m > n
|Z;an:n+1ak| <t

n—oo

c YR arkvg. 2y =Y ap 0
IstVk:ap =0,ist Y ay kvg. © Y aj, beschr.

.

.

Ve >03 abzéhlbar viele Intervalle I, sodass
Q< U I,und Z |1, = & (,Q Nullmenge”).

neN

+ Inkvg. R. darf man ohne And. des lim unendl.
viele Klammern setzen, i.A. nicht weglassen.

* Yap,Y by kvg. = Y (ap + bp) kvg. mit die-
sem Wert, ) (Aay) kvg. mit diesem Wert

+ kvg. Maj., div. Min.

* Quotientenkrit. kg e Nund VE = ky:ap > 0.
1. 0<g<1:3k1eN:VEk=Fk;
q=>Y2arkvg.
Z.Elklel\l:Vk21?,1:aa’:1 >
Yook = +00

. QRil
e =

1>

3. limsup aa’“;l

<1=>Y7,arkvg.

* Wurzelkrit. 2o e Nund VE = kg :ap > 0.
1. I0=sqg<1:3k1eN:VE2ky: {ay <
q=>X3 arkvg.
2.3k1 e N : V& = kq :
Zo:oak:+°°
3. limsup ¢/ar <1=3%77,

+ Dezimalbruchentwicklung

Yap, =21 =

ar, kvg.

a) Zu jedem a € ]0,1] existiert eine Fol-
ge (2i)iennjoy S {0,...,9}, sodass a =

fes) 2
o

b) Allgemein: Sei g € N\ {0,1}, dann
gllt Va € ]0 1] 3(2 )LEN\(O) c
0,1,...g-1:a=X2, %

c) SeiaeR.AneZ, ge N\{0, 1} (zk)C
{0,1,...,.g-1}:a=n+33. ng

d) Auf]n, n+ 1] mit n € Z eindeutig.

+ Leibnizkrit. }_ay, alt., und (la,|) mon. f. Nullf.
= kvg. Y ag, |Zzozoak —Zzzoakl <l|an+1l.

« Wert einer alt. Reihe S = limS, am In-
dex K bis auf einen bekannten Fehler F' =
IS—=Sil VE > K € N zu best, zeige,
dass kvg. nach Leibniz ist. Dann gilt nach L.
IS —Sp| <|Sk+1l. Suche also durch Lésen v.
ISk| = F das K, fir das das Restglied nur
noch max. F'ist.

(a=0,z12923...")

+ Verdichtungssatz v. Cauchy Yn e N:a, >0
und (a,) \.. Dann: Y_a, kvg. © Y 2"agn kvg.

+ Y a, bedingt konv. (kvg., nicht abs.), S € R
bel. = 3 Umordn. v. Y aj, — S und 3 Um-

ordn. ¥ aj — oo

- Cauchyprodukt: Y a,,> b, abs. kvg.
:>nZCn = (Xan)(Xby) kvg. und ¢, =
210 k+1=n @kDI1

P :={(a,) | Xla,l? < +oo} mit p € [1,+o0[
« Firp=gqistl? cl9
- Exp.fkt..exp :R— R*, x— Y0 n?
+ Funktionalgl.: expx-expy =exp(x +y)

1. 0—1—e VEEN: exp(k+1)=ek+1
2. VxeR: exp(—x) = exp(x)

3. VxeR: exp(x)>0

4. VxeQ: exp(x)=e*

5. Firx € R\ Q sei e* :=exp(x) (Def.!).

——00

0
+ log(xy) =logx +logy, logx® = zlogx

6. str. mon. w., bij., stetig, e*

2.3 Haufungswerte
c aHW: o Ve>0 [{neN||a, —al <&} =00
* (ap),(by) Folgen, A € R. Falls .S. def.
1. lim(Aa,) = Alim(a,)
- lim(a,) = - lim(-a,)
. lim(a, +b,) <lima, +limb,
. lim(a, +b,) = lima, +1limb,

+ lim &, (kvg.)
n—o0

a b~ W N

. lim(a, +b,) =lima,

+00 + (+00) = +00

—00 +(—00) = —00
(+00): A =+ocowenn A >0
(+00):A=—ocowenn A <0
(—00):A=—ocowenn A >0
(—00):A=+ocowenn A <0
+oo+ A =+00

vV VVV VvV y

> —oo+A=-00

+ Hauptsatz: In arch. ang. K ist dquiv.:



1. Supremum-Eigenschaft: V n.o. beschr.
Teilmenge # @ von K : hat sup

2. Dedekind'scher Schnitt: V
kind'sche Schnitt 3! Schnittzahl.

3. Monotoniekriterium: V n.o. beschr. mon.
w. Folge ist kvg.

4. Intervallschachtelungseigenschaft:
V I.S. — ein Punkt &

5. Satz von Bolzano-WeierstraB: V beschr.
Folge hat min. eine kvg. Tf.

6. Vollstandigkeit: Cf. = kvg.

Dede-

3 Metrische Raume
+ (M1) pos.D.: Vx,y € E : d(x,y) = 0 und
dx,y)=0cx=y
(M2) Sym.:Vx,yeE: d(x,y)=d(y,x)

(M3) Dreiecksungleichung: Vx,y,z € E :
dx,y)=d(x,2)+d(z,y)

*+ x€ M innererPkt. 3¢ > 0: % . (x) cM cE
- offen Vm € M ist m innerer Pkt. (M = M)

cx€EHPVe>03yeM,y#x:d(x,y)<e¢
dh. Ve>0: (% (x)\{xHh)NM # @

- abg. Hiille: M = M U {alle HP}
- Rand: 0M := M\ M
+ ][ offen, [] abgeschlossen
> |J offen = offen
> () < oo offen = offen
> () abg. = abg.
> |J<ooabg. = abg.
> abg. & Komplement offen
+ relativ kompakt = M kompakt

+ kompakt = beschrankt u. abg.
(fur E = R" sogar < ,Bolzano-Weierstra3")

« vollst. E und M € E abg. = M vollst.

> U < oo kompakt = kompakt

> N kompakt = kompakt

> K < E kompkt., A < K abg. = A komp.
+ Endl. Mengen, und @ immer kompakt
+ E selbst und @ immer offen & abg.

- Banach'scher Fixpunktsatz (E,d) vollst. und
f : E — E kontrahierend, d.h. 3¢ €10, 1[, so-
dassVx,y€ E: d(f(x),f (¥) <qd(x,y).
= f 3! Fixpunkt, d.h. ein £ € E mit (&) = &,
wobei & der Grenzwert der Folgex € E belie-
big, x,+1 := f (x,,), und Fehlerabsch&tzungen:

a) A-priori: d (x,,X) < qT"qd(xl,xO)
b) A-post.: d (x,,%) < %d(xn,xnfl)
+ K-VRwenn 7 # @ und
(V1) (¥,+) Abelsche Gr.
(V2) VA, pe KVxe¥ 1 (A+p)x=Ax+ px
(V3) VAeKVx,ye¥ : Ax+y)=Ax+ Ay
(Va) YA, pe K Vx eV : (Au)x=A(ux)
(V5) FirleKistVxe¥ : lx=x
* O -x=0p,(-1)-x=—x,(-Vx=-Ax
+ Norm wenn K-VR und 3 ||-|| mit

(N1) pos. Definit.: Vx € N :
lxll = Or = x =0n

(N2) Hom.:VAeR, x e N : [[Ax|l =|Al-llx|l

(N3) A-Ugl.:Vx,ye N : [lx+ v < llxll+yll

+ Metrik d (x,y) := lx — yll = 3 Folgen etc.

l<ll = O und

+ Vollst. norm. R.: Banachraum oder B-R.

4 Funktionen

+ lim £ heiBt V Folgen

+ (Folgen)stetig in ¢ 1< V(x,) mit x, — & :
fn)— f oder}cig;f(x)=f(«f)

coder Ve > 0 36 > 0 : Vy € D
(ly—xl<é=>IfN-f@l<e)

+ Lipschitzstetig, wenn 3L > 0 : Vx,y € D :
If @)= fMI=Llx-yl

- glm. stetig: Ve > 035 (¥) >0 Vx,y € D :
(ly—xl<é=>1f)-f)I<e)

+ Lipschitz = glm. = stetig

+ GauBklammer: |x] := max{neZ|n<x}
stetig auf R\ Z, rechtss. st.inn e ”Z

* lim(af (x)+g () = aliIIg}f(x)+1ng}g(x)
x—¢ x— x—

* lim(f (x) g (x)) = (im f (x)) - (lim g (x))

L f@) _ limf)
lim (65 = gt

falls existent

< sei f T g Ty pamngof =y

T s 1 . .
xlirixlwf(x) = tlil(l)lif () w. einer v. beiden ex.

.14 - im -l —
}Cl_rglf(x)l —+°°©}C1_I}§f(x) =0

frgst=fxgAf.fgst.Lstwg@#0
« ZWS Seien a,b,a,B € R, [ :[a,b] — R ste-
tigund @ < @ < B < b. Dann nimmt f jeden
Wert zwischen £ (a) und f (B) an, d.h. Vn €

[f (@), f(B)]: 3¢ € [a, B] mit f (&) =n.
- fstmon.=3f L fstiné= flstinf (&)
«f:D —> RstetiginD © V abg. A S R:

F71(A) abg. © V offene A SR : f1(A) of-
fen (topologisch stetig)

.

+ min, max, Betrag von stetiger Fkt. ist stetig
+ f:D — R stetig und D kompakt.

> f (D) kompakt

> f beschrénkt

> f nimmt Min. und Max. auf D an

> f glm. stetig

> f stetig und bij. = £ stetig

« [ :D — R stetig, x inn. Pkt. von D, f (x) #0
=>3e>0Vye (x):f(y)#0

+ C(D) alle st. Fkt.,
D kompakt mit || fll, := mall)xlf(x)l = B-R.
XE.
« f beschr. [fll, =suplf (x)] < +oo Norm
xeD

* fr : D — R Folge von Funktionen
> pktw. kvg. in £ € D gegen f(¢), falls
lim £, =£(©)

> glm. kvg. auf D gegen f : D — R, falls
V€>OEIk0(;()<—:NVk2k0: VxeD:
lfe()—f)l<e

> D kompakt, f stetig
Im.
= fi S f & N fi = fllog— 0
+ Weierstr. Majorantenkrit. / : D — R mit
(oo}
(VE,xeD: |fr(x)l<cp)und ¥ cp < +oo.
k=0

= Y72 fr abs. kvg. und glm. kvg_;. auf D.

+ glm. kvg. = stetig
+ V Polynom ungeraden deg hat min. 1 Nullst.
+ Cauchy-Hadamard: Sei A := limsup ¢/[a|
k—o0
+oo fallsA=0
undr:=<{1, fallsAeR*
0 falls A = +o0
kvg. auf A, (29). Vr' <r: P(z)ist gim. kvg.
auf A&, (z¢), sodass P (z) auf %, (z¢) stetig.
keine Aussage liber % (zg) moglich.

P (z) ist abs.

Ar+1
Qar

+ alternativ: A = lim falls existent

k—o0

+ Sei z € C beliebig.
> cosh(—z)=coshz,
sinh(—z) = —sinhz
= cosh0=1,sinh0=0
> e? =coshz +sinhz
= e ? =coshz—-sinhz
= coshz = %(ez +e7%),
sinhz = %(ez —e7?)
> cosh(iz) = cosz, sinh(iz) =1i-sinz
- Additionstheoreme: Seien z1,z9 € C.
> cos(z1+29)=c0sz1C0829 —Sinz; sinzy

\%

sin(z1 +z9) = sinzj coszg +€osz1 Sinzy

> cosh(zq +29) =
sinhz; sinhzy

coshzjcoshzy +

> sinh(zq +29) =
coshzisinhzy

sinhzqcoshzg +

= cos2z+sin?z = 1und cosh®?z—sinh?z = 1
+ sinz kvg. (Leibniz). Fiir p € N:

BP0 Y an=0ap (~DP*L

n=p+1
5 Differentialrechnung

* Ableitung: f"(x0) := }Li_r% —f(x°+h}2_f(x°)
* Pi(f - 8) (x0) = ' (x0) g (x0) + [ (x0) &’ (x0)

. : z)’ _ [x0)g(wo)—f (x0)g'(x0)
Quot.r.: ( g (x0) @)

« Kettenr.: (go f) (x0) = &' (f (x0))- f' (x0).

+ Abl. d. Umkehrfkt.: f : Ja,b[ — R str. mon.
und in xq € la, b[ diffbar, ' (x) # 0.

= (FY) (f o) = 755
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